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1 Introduction

1.1 Objectifs

L'objectif de ce cours est de traiter des problémes stationnaires (coastaaurs du temps), linéaires ou non, conduisant a
la résolution approchée d’'une équation algébrique ou transcendante.

1.2 Support de 'étude
Comme support de cours, nous prenons un profil d’aile d’avion dalena-épaisseu(x) est approchée par I'équation:
e(X) =0,15x (3,7x Vx-3,4xx-0,3x x*),¥x € [0,1]

Rechercher la valeur depour laquelle le profil est le plus épais, revient a résoudre I'équation :

7
f(x):0,15><(3’ —3,4—1,2><x3)=o
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1.3 Linéarité

Soit f une fonction définie d&, un espace vectoriel, daks un corps commutatiff est linéaire, si elle vérifie la propriété
suivante:

V(X y) € EZ V(A ) € K2, f(Ax+ wy) = L F(X) + . F(y)

EXEMPLE :
En 1D: Equation de droite En 2D: Définition d'un plan

R - R f(x,y,2 =ax+by+cz+d

avec @ b)eR?
f: x » ax+b

La forme linéairef(x,y,2) = 0 définit un plan ou le
vecteur &, b, ¢) est un vecteur normal a ce plan.

Résoudre une équation linéaire 1D d&nsu C est immédiat:

Ya#0, ax+b=0 = x:—lg1 EXEMPLE : 3i.x—-12i+6=0 = x=4+2i
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Résoudre un systeme linéaireméquations a inconnues suppose la résolution d’'un systeme matriciel du type:

a1 ... QaAin X1 b1
det 0
| e mxem Yo aE

am ... am Xn bn

Nous verrons dans un chapitre suivant comment le résoudre pavatrdpiGauss.
1.4 Non linéarité

Les cas non-linéaires sont plus difficiles a résoudre. Parfoisaguution analytiquest possible comme dans la résolution
d’une équation du second degré :

EXEMPLE :

X _(_]é)"'szz
X¥-x-6=0 = A=(-1%-41(-6)=25=5 =

X = _(%)_5:—3

Dans d’'autre cas, la solution analytique n’est pas connue (exemplél:ddade d’avion). On utilise alors un@pproche
numériquepour la calculer. C'est I'objet de ce cours.

2 Convergence

2.1 Séparation des racines

La plupart des méthodes de recherche de racines d’une fonctioarrgmtent bien si une seule racingévaleur pour la-
guelle la fonction s’annule) est présente dans l'intervalle d’étude.

Séparer la racines (iéme annulation de la fonction sur l'intervalle de départ) revient a trounentervalle k, a;,1[ ou
cette racine est unique.

EXEMPLE : f(X) = VX + X.sin(27.X)

154 ; 2
£(x) : ﬂ f(x)

o e \- .
A ;;

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 5 a-2 8-1 6 g &+ 7

Il convient alors de faire un test aux bornes de l'intervalle d’étude pboniner les cas d’'inadéquation de la comparaison a
Zéro, i.e, les cas sans racines sur l'intervalle. Il est en effet, posBédborer une procédure permettant de déterminer la
parité du nombre de racines sur l'intervalle :

e Posong; = f(&).f(ai41)
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e Entenant compte de I'ordre de multiplicité des racines, nous avons:
o sip; <0, il existe 2n+ 1 racines dansg, aj.1[, ne N
o sip; >0, il existe 2nracines dansd, gj,1[, N N
o sip; =0, alorsa ou a1 est racine (voire les deux).

Evidemment, cet algorithme ne donne pas la valeun.ddous verrons plus loin I'utilité de ce test, notamment dans la
recherche de la racine par dichotomie.

2.2 Représentations graphiques

Les représentations graphiques sont utiles parfois pour avoir undéddeux de convergence. Cela permet d’obtenir a vu
d’ceil un premier intervalle ou un premier candidat pour démarrer une nethodérique.

Cependant, il convient aussi de se méfier des représentations gregutgur cela, il est préférable d’observer attentivement
I'expression de la fonction et son domaine de définition.

EXEMPLE : f(X) = 3,3 + L. In[(x - x)?] - 29
T

700

Courbes tracées entre -14 et 15. La courbe verte n'ayant que % pminne constate pas d’intersection avec I'axe des abs-
cisses.

3.1 3.12 3.14 3.16 3.18 3.2
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Avec le zoom sur l'intervalle [3L; 3, 2], il semble encore qu'il 'y ait qu’une racine sur l'intervalle. Or lirx) = —co.
X—=m

Par continuité sur les intervalle,[B4;x[ et [x; 3, 15], la fonctionf admet donc 3 racines dans l'intervalle 133, 2].

2.3 Critéres de convergence

Les méthodes numériques ne permettent pas d’obtenir une réponse famelfgrobléme. En revanche, elles permettent
d’approcher la solution d’un probléme avec une précision fonction daidgpstockage des nombres (cf premier semestre)
et du calcul numérique nécessaire pour obtenir cette solution (cf la #ieédisib certains calculs aux erreurs d’arrondis).

Pour une erreur normée en abscisse (fonction de I"'ordre de greinde x), une tolérance de 18 est raisonnable. En
revanche, chercher & obteniri®est a priori non nécessaire et impossible.

Dans le cas de la méthode par dichotomie, il est possible de faire un testivaggence sur la valeur dest/ou sur la valeur
de la fonction:

bnh —an
an + by

Suivant le gradient (pente) de la fonction, un des deux tests seitegigg. Pour un fort (faible) gradient, il convient de
suivre la valeur dd (deXx).

A -\ A

<ex etlou |f(c))l < &g

~
~

N

Fort gradient Faible gradient
En absence d’information, on peut suivre les deux (si la méthode dorvemformation sur I'erreur €x).

2.4 Ordre de convergence

Soit X, la éniéme valeur calculée pour résoudre I'équafi@x) = 0 sur l'intervalle donné. Soit la solution exacte de cette
éguation. On peut alors défiriy comme I'erreur en abscisse a 'itération

La méthode numérique est qualifié de méthode al'opse Jac N/V¥neN,n>a = &n1 ~ &h
Sip = 1, la méthode est dite linéaire. Bi> 1, la méthode est qualifié de super-linéaire. Enfin, la méthode est quaeératiq
sip=2.

3 Rappel sur la méthode par dichotomie

3.1 Principe

Le principe est de diviser I'intervalle en deux parts égales, de comsiarpartie contenant la racine et d'y reproduire I'opé-
ration jusqu’a ce que le critére de convergence soit satisfait.

A partir d’un intervalle donnéd, b], encadrant une racine de la fonctibrétudiée :

e Calculer le point milieu de l'intervalle :c = %3
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3. INTRODUCTION 6/12

e Evaluerp = f(a).f(c) puistest :

o sip>0,ilnyapas de racine dans l'intervallg,[c]. La racine est donc dans l'intervalle, p]. On donne alors
aalavaleur dec

o si p< 0, laracine est dang]c]. On donne alors & la valeur dec
o sip=0,alors laracine est O Miracle,. ..

e test d’arrét Evaluer le critére de convergence

¢ Recommencer si le critére de convergence n’est pas satisfait

[ () = &(x
02l N\

A A

ot N
0

a =dz = ag :
Oo1r-----------"---=---—-- S

S0.2f - T

-0.3
0 0.1

3.2 Algorithme

Méthode par dichotomie pour la fonctidrsur [a, b] avec une tolérance:

Entrées: f,a b, e

ai,bi — ab def Dichotomie(f,a,b, eps):
fa, fb « f(al) f(bi) assert f(a)*f(b)<=0 and eps >0
D , ai,bi=a,b
tant que bi - al;_>:22.s faire fa fb=f(ai),f(bi)
Cl« (a + 1)/ whi l e bi-ai >2*eps:
fc « f(ci) c=(ai +bi )/ 2.
si fa.fc > Oalors fc=f(c)
bi — ci if faxfc<=0:
bi =c
sinon el se:
al « Ci ai,fa=c, fc
fac fc return (ai+bi)/2.
Sorties: @

3.3 Convergence de la méthode

A litération n, I'erreur &, entre la solution exacte et la solution numérique calculée peut étre majoriegl pallb”_Ta”I.
Ainsi, la raciner de la fonction peut étre encadrée :

b”_a”srscn+b”;a”

-
2
Soit [an, by] l'intervalle a l'itérationn. Définissong:, pare, = by — an.

Comme l'intervalle est divisé par deux a chaque itératign;| < eny1 = 8—2” = %11 La convergence est donc linéaire.

Pour test d'arrét, il est alors possible de prendre :
e un encadrement de la solution exackg - a, < ¢

PROBLEMES STATIONNAIRES A

Lycee CARNOT (DIJON) MPSI-1
UNE DIMENSION DU TYPEf(X) =0



4. INTRODUCTION 7/12

¢ |a valeur de la fonction au point calculéf{c,)| < &
Le nombre d’itératiom pour obtenir un erreur inférieursdest tel que :

b-a b-a b-a 1 b-a
e< on = 2"< . = n.In(2)sIn(T) = nzﬁ.ln( 8)

Avece = 10°P (resp.e = 2P) pour une approche décimal (resp. binaire) :
S In(b—a) + p.In(10) In(b—a))

- In2 In2
La vitesse de convergence est lente mais la méthode est robuste. Si:
¢ la fonctionf est définie et continue sur l'intervalle, o]
¢ la fonction n’admet qu’une seule racine sur I'intervabel]
alors la méthode converge.

(resp.n >p+

4 Méthode de la corde (de Lagrange)

4.1 Principe

Le principe de la méthode de la corde est de diviser I'intervalle en dewqrierver la partie contenant la racine et d'y re-
produire I'opération jusqu’a ce que le critere de convergence soitesatisu lieu de diviser en deux parts égales, on cherche
le pointc (diviseur de lintervalle intersection de I'axe des abscisses et de la grasgant par les poins = (a, f(a)) et

B = (b, f(b)).

L'équation de la corde est donnée par:
_fb-f@ f(a) f(b) - f(a)
~ b-a b-
A partir d’'un mtervalle donnéd, b], encadrant une racine de la fonctibrétudiée :
a.f(b) - b.f(a)
o) -

_af(b)-b.f(a)

(X a)+ f(a) = 0= f(b) _ f(a)

fc-a+f(@d =

Calculer le point sur la corde et sur I'axe des abscisses-:

Evaluerp = f(a).f(c) puistest :
o sip>0,ilnya pas de racine dans l'intervalle,]. La racine est donc dans l'intervalle,p]. On donne alors
aalavaleur dec

o sip<0,laracine est dang]c]. On donne alors & la valeur dec

o sip =0, alors laracine est O Miracle,...
test d’arrét Evaluer le critére de convergence
Recommencer si le critére de convergence n'est pas satisfait
054 ;
0.4 :
0.3
0.2
0.1

0
-0.1
-0.2
-0.3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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4.2 Convergence de la méthode

Comme nous pouvons le voir sur la figure précédente, dans le cas dnctioh convexe surg) b] telle quef(a) > 0 et
f(b) < 0,¥ne N, a, = a;. Il se sera donc pas possible d’encadrer la solution exacte par ileedgat la longueur tendrait
vers 0 avea. En effet :

A l'itération n, r étant la solution exacte du problérfigx) = O sur l'intervalle d’étude :

P » kS
o, i) -bnf@) )& C+W (@n)
f(bn) - f(an) b = ¢+ m‘r(bn)
bn — an an
or an<r<bn = Cn+m.f(an)<r<cn Wf(bn)
o max(t(@l fb)
dou o< iy -t T

Il convient alors de prendre pour test d’arrét:
¢ la valeur de la fonction au point calculéf{(c,)| < &

e |'évolution de l'algorithme jc, —ch1l < &
4.3 Algorithme

Méthode de la corde de Lagrange pour la foncticsur [a, b] avec une tolérance:

Entrées: f,a b, e

ai,bi < a,b
. . def Corde(f,a,b, eps):
fa, fb « f(ai), f(bi) assert f(a)*f(b)<=0 and eps >0
fc« fa ai,bi=a,b
tant que |fc| > ¢ faire fa,fb=f(ai),f(bi)
Ci « (ai.fb—bi.fa)/(fb— fa) fc=fa
fc « f(ci) whi | e abs(fc)>eps:
: c=(ai *fb-bixfa)/(fb-fa)
si fa.fc > O alors fo=f (c)
bi ¢ it faxfc<=0:
fb« fc bi =c
sinon fb=fc
ai < Ci el se:
fa< fc ai,fa=c,fc
ai.fb—Dbi.fa return (aix*fb-bixfa)/(fb-fa)

5 Meéthode de Newton

5.1 Principe

Les méthodes de Schréder sont basés surpeemiéres dérivées d’'une fonctidrpour une méthode d’ordre+ 1. Dans le
cas de la méthode de Newton, on n'utilise que la dérivée premiére.
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RAPPEL Si la fonction est de clas€* sur I'intervalle g, b] alors, le développement de Taylor & I'ordre 1 donne:

f(b)

A partir d
négligean

0=

=f(a)+ f'(a@).(b—a) + o(b—a)

'un point xg, la méthode consiste a rechercher le point suivaren le supposant racine de la fonction et en

t le terme(b — a) dans le développement de Taylor a I'ordre 1. Ainsi:
_ , _ f(xo)
f(x)) = f(x0) + F'(X0).(xa = %) = X=X (x0)

Soit f de class€? surl = [a, b]:

Rep

0.54

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

Si le critére n’est pas atteint, calculer le nouveau candigat xo —

Choisir un premier candidat
Test d’arrét Tester le critere de convergendé€xp)| < e etxg ¢ |

f(Xo)

(%)

rendre depuis le test d’arrét

f(x) = €(X)

X0 X1 X2 X\
X

0 0.1 0.2 0.3 0.4

5.2 Convergence de la méthode

Soitr la racine de la fonctior sur 'intervalle d’étude ek, la éniéme valeur calculée par itération de Newton. Notons alors

En=Xn— T

. Le développement de Taylor a I'ordre 2 au voisinage denne:

2
f(xn) = fey+ f'(r).en+ f"(r).'s—zn + 0(&2)
f'(X0) = f'(r)+ f”(r).en + 0O(en)
£(r).en + £(r) e, o(e2) .2
_ _ f(xn) _ - 2 Vo ey 17(r) 2
alors eny1 =Xu1—-r=Xq—r — ) &n— PO+ et o) > 0 + o(ep)
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Entrées: f, f’, xg, &
Xi < Xo
fx — f(xi)
tant que |f x| > ¢ faire
fpx « f/(xi)
sifpx=0alors
| break
sinon
Xi « xi — fx/fpx
fx « f(xi)
Sorties: xi

La convergence est donc quadratique.

5.3 Algorithme

Méthode de Newton pour la fonctidnsur [a, b] avec une tolérance:

# f = fonction et fp = sa dérivée
def Newton(f,fp, X, eps):
Xi =x
fx=f(xi)
whi | e abs(fx)>eps:
f px=f p(xi)
if fpx==0.:
print(’ Tangeante nulle\n)
qui t
el se:
res=xi-fx/fpx
Xi, fx=res,f(res)
return Xxi

5.4 Limites et précautions

La méthode est bien adapté si la valeurxg@st proche de la racirede la fonctionf et si la dérivée n’est pas trop faible

(pente trop horizontale).
Soit la fonctionf (X) = x — 2. sin(x). La dérivéef’(x) = 1 — 2. cos) s’annule pouix = 7—§ ~ 1,0472. Prendre comme valeur

Xg = % conduit tout de suite au crash. La dérivée étant nullée pourra pas étre calculé. Prendre & < % conduit a la
racinerg = 0. Pour trouver la deuxieme racing~ 1,9, il convient de prendre une valeur de départ %
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Xn f(%n)

1,1 -0,6824147
8.452992 | 6,801205 Cependant, prend_re pour vale(grz_ 11
ouU X = 1,2 conduit dans le premier cas
5256414 | 6,967679 arg et dans le deuxieme, méme si la
203 384184| 201, 922795| fonction est monotone SL[%,N] et que

%<l,1<1,2<7r.

Xn f(%n)
1,2 | -0,6640782
3,612334| 4,519429
1,988080| 0,159694
1,899879| 0,007200
1,895505| 0,000018
1,895494| 0,000000

W IN|FP,|O|>S

57| -0,380713| 0,362452
58| 0,042317 | -0,042292
59| -0,000051| 0,000051
60| 0,000000 | —0,000000

Notons dans les deux cas, la convergen
guadratique a proximité de

L4

a|Rlw|N|lkR|o] S

A~
I R i s e et Rt e e it TS
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Il est donc préférable que la fonction soit monotone sur l'intervalle dé&t que la premiére valeys soit proche de.

Lorsque I'algorithme patine ou que litération conduit & une valeur horsotliathe de définition, il est possible d’utiliser
une méthode par dichotomie et reprendre le schéma de Newton prés dada rac

5.5 Fausse position

5.5.1 Principe
La méthode de Newton étant basée sur un développement de Taylorra llgitlest nécessaire de calculer la dérivée pre-

miére.

La méthode de la fausse position est basée sur une estimation de la dér@réedes deux points précédents. Ce n'est pas
la valeur exacte comme dans le schéma de Newton. Nous avons alors :

oy o (%) = F(Xn-1) oy ) _ Xn— X1 X1 F(Xn) = Xn. T (Xn-1)
PO~ T = Ty T T T R T e T O — Tooy)

Soit f définie sud = [a, b]:
e Choisir un premier couple candida(x;) € 12
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e Test d’arrét Tester le critére de convergendéx;)| < e etx; ¢ |
e Sile critere n'est pas atteint :
o calculerf(xq)
o si f(x1) = f(Xp) soitarrét soit choisir une autre valeur og
o calculer le nouveau candidat = x; — f(xl)-ﬂx—fliﬁ’f‘o@
e Reprendre depuis le test d'arrét avec f6t,) = f(Xn-1) Soitarrét soit prendrex,, a la place dex,,

5.5.2 Convergence de la méthode

Soitr la racine de la fonctiorf sur l'intervalle d’étude ex,, la énieme valeur calculée par la méthode de la fausse position.
Notons alors:, = X, — r. Le développement de Taylor a I'ordre 2 au voisinage denne:

f(Xn)

2
T+ ()60 + f”(r).8—2” + o(e2
2

F(Xn1) = T+ F/(N).on1+ f”(r).gn—z‘l +o(e2 )

dors s o xs—p 2 2t 000 X0 f00n) | enafO0) = nf(X00)

f(xn) = F(%n-1) o f(x) = F(%-1)
8% 3%—1 2 2
£(1). (E.en_l - 7] +0len) = 0lens) 1 (r)enena (3 - 22
~ = &.En.€n-
£/(r). (en — &n-1) + 0(en) — 0(en-1) £(r). (en — &n-1) n-en-1
Nous cherchons a connaitre 'ordpele convergence, i.g tel queen.1 = f. Or:
i 1 1 5
Entl = Ennel = srﬁ)zsn.srﬁ’ = p:1+5 = pz—p—1:0 = p= +2\/_z1,62<2

La convergence est donc super-linéaipex 1) mais inférieure a la convergence quadratigoie=(2) de la méthode de
Newton. En revanche, elle ne nécessite pas le calcul de la dérivée memi@eut parfois étre trés lourd.

6 Dilemme robustesse/rapidité

Nous avons vu différentes méthodes de résolution de I'équétign= 0. Que choisir ?

e La méthode la plus naive est la dichotomie. A partir d'une fonction continuersintervalle p, b], avecf(a).f(b) <
0, la recherche de& tel que f(x) = 0 est simple et robuste mais lente (convergence linéaire). Si I'on soulmite u
programme simple et robuste, la dichotomie est une solution.

e Si on cherche une valeur avec précision, une convergence tjgadraera préférée (méthode de Newton). A ce
moment I3, il convient d’avoir une idée approximative de la solution poysgeer un premier candidat au voisinage
cette solution de sorte que la fonction y présente de bonnes propriétdsn&isouhaite pas calculer la dérivée de la
fonction, on peut alors utiliser la méthode de la fausse position.

e Dans le cas ou I'on cherche rapidité et stabilité, on peut utiliser la méthoder déchotomie dans une premier temps
pour localiser le zéro de la fonction, puis appliquer un algorithme de Newtooas d'instabilité de I'algorithme de
Newton, il est toujours de réutiliser une méthode par dichotomie.

e Enfin, mentionnons qu'il existe aussi d’autres types d’algorithme, comnadesthmes génétiques pour trouver les
différentes solutions du probléme.
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