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Interpolation et approximation de fonctions

Informatique p Calculs numériques



DEFINITION: Interpolation

Méthode qui qui consiste a déterminer une fonction (dans un ensemble
donné), passant par un certain nombre de points imposés.
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Interpolation et approximation de fonctions Définitions

DEFINITION: Interpolation

Méthode qui qui consiste a déterminer une fonction (dans un ensemble
donné), passant par un certain nombre de points imposés.

Linterpolation est utile lorsqu’une loi est donnée a partir d’'une liste de
points et qu'il est nécessaire d’'évaluer le résultat en des points inter-
médiaires. Nous verrons par la suite que les fonctions d'interpolations
sont aussi a la base de l'intégration et de la dérivation numérique.
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médiaires. Nous verrons par la suite que les fonctions d'interpolations
sont aussi a la base de l'intégration et de la dérivation numérique.

DEFINITION: Approximation

Méthode qui consiste a déterminer une fonction passant "au mieux" a
proximité des points donnés.
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Interpolation et approximation de fonctions Définitions

DEFINITION: Interpolation

Méthode qui qui consiste a déterminer une fonction (dans un ensemble
donné), passant par un certain nombre de points imposés.

Linterpolation est utile lorsqu’une loi est donnée a partir d’'une liste de
points et qu'il est nécessaire d’'évaluer le résultat en des points inter-
médiaires. Nous verrons par la suite que les fonctions d'interpolations
sont aussi a la base de l'intégration et de la dérivation numérique.

DEFINITION: Approximation

Méthode qui consiste a déterminer une fonction passant "au mieux" a
proximité des points donnés.

Une approximation est utile lorsque une loi théorique est recherchée
a partir de points de mesure (nombreux, mais entachés de bruit de
mesure).
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Interpolation polynomiale

DEFINITION: Interpolation polynomiale

Interpolation ou la fonction est recherchée dans I'ensemble des poly-
némes.
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Interpolation polynoriale
Interpolation polynomiale

DEFINITION: Interpolation polynomiale

Interpolation ou la fonction est recherchée dans I'ensemble des poly-
némes.

En exprimant le polynbme dans une base, par exemple dans la base
canonique (1,x,x?,...,x""1) (mais ce n’est pas le seul choix possible)

P(x)=ap+a;.x +ayx?+---+a,1.x"1
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation polynomiale

Lopération consiste a déterminer les n composantes a; du polynéme
passant par les points imposés. Chaque point de passage constituant
une condition scalaire sur les coefficients, il existe une solution unique
si la dimension n de la base correspond au hombre de points.

Les composantes a; sont solutions du systeme de n équations, pour n
points imposés (X;, Yi) :

n-1

Yi =ao +arX + aX? + - + An1.X; avec i€ [1.n]
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation polynomiale

La base polynomiale de Lagrange est plus pratique pour I'expression
directe du polynéme interpolant a partir des points, mais s’avére plus
lourde a évaluer pour l'ordinateur. Le polyndme interpolant n points,
s'écrit directement dans la base de Lagrange sous la forme :
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation polynomiale

La base polynomiale de Lagrange est plus pratique pour I'expression
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation polynomiale

La base polynomiale de Lagrange est plus pratique pour I'expression
directe du polynéme interpolant a partir des points, mais s’avére plus
lourde a évaluer pour l'ordinateur. Le polyndme interpolant n points,
s'écrit directement dans la base de Lagrange sous la forme :

EXEMPLE : Pour 3 points {(X1,Y1), (X2,Y2), (X3,Y3)}, le polynédme inter-
polant s’écrit :

(X = %2).(X = X3) (X = x1).(X = X3) (x = x1).(x = %2)
(X1 —X2) (X1 —Xg) | 22 (X —X1).(Xa —Xz) 7> (Xa —X1).(Xz — X2)

P(X)=w1
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation polynomiale

Lexpression se simplifie pour chaque (X, yi), ce qui permet de vérifier
gue le polyndme P passe bien par les points.

Linterpolation polynomiale n’est cependant pas idéale dés que le
nombre de point augmente : le polynéme interpolant peut alors pré-
senter des oscillations entre les points (phénomene de Runge, FIG 1).
Linterpolation peut alors étre localement trés éloignée des points. Il est
souvent mieux adapté d’'interpoler par morceaux.
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation polynomiale
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FIGURE: Interpolation lagrangienne de degré n, n € {3,5, 10, 20}, de la

fonction f(x) = a1
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Interpolation par morceaux

Pour éviter les oscillations sur certaines fonctions, il est plus satisfai-

sant de réaliser une interpolation polynomiale de faible degré mais par
morceaux.
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation par morceaux
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FIGURE: Interpolation
de degré 0.
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La fonction interpolante n’est pas continue bien entendu.
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iz L g ez
Interpolation par morceaux de degrés O

Il s’agit de considérer qu’entre deux points, la valeur de la fonction vaut
une constante, égale a la valeur du point précédent, du point suivant
ou encore égale a la moyenne des valeurs des points encadrant.

Cette interpolation est tres rudimentaire mais elle peut étre suffisante
si le nombre de point est trés important.
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Interpolation par morcealix
Interpolation linéaire par morceaux (degré 1)

Une loi affine (a.x+b) est adoptée entre deux points successifs, passant
évidement par les deux points :

) y|+1 yl

VX € [Xi, X; X —
€ [Xi, Xiy1], y =VYi+( Xii1 =%

La fonction obtenue est continue mais sa dérivée ne I'est pas.
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Interpolation par morcealix
Interpolation quadratique par morceaux (degré 2)

Une loi parabolique (a.x? + b.x + c) est adoptée sur chaque intervalle
regroupant 3 points successifs, passant par les 3 points.

La fonction obtenue est continue mais sa dérivée ne I'est pas car elle
présente des discontinuités de la pente entre chaque portion de para-
bole. Linterpolation spline résoud ce probléme et assure une continuité
Ci.
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Interpolation par morcealix
Autres méthodes par morceaux

Il existe bien d’autres méthodes pour interpoler un ensemble de points,
pour une fonction ou plus généralement pour une courbe du plan, ou
encore pour des surfaces, des champs scalaires ou vectoriels (plans
ou volumiques).

Pour les courbes dans le plan, citons linterpolation d’'Hermite cubique,
qui est une interpolation de degrés 3 par morceau assurant la continuité
de la dérivée aux extrémités des morceaux, ou encore les splines
cubiques, qui est une interpolation cubique (degrés 3) par morceaux
avec des conditions de continuité des deux premieres dérivées aux
extrémités des morceaux, ce qui conduit a une fonction de classe C,.
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation par morceaux

De méme, les courbes de Be-
zZier permettent d’'interpoler des
courbes ou des surfaces par
des expressions polynomiales.
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation par morceaux

De méme, les courbes de Be-
zZier permettent d’'interpoler des
courbes ou des surfaces par
des expressions polynomiales.

On retrouve alors un équivalent

des cerces (FIG 5) utilisées en
menuiserie, carrosserie. . .
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation par morceaux

De méme, les courbes de Be-
zier permettent d'interpoler des
courbes ou des surfaces par
des expressions polynomiales.

On retrouve alors un équivalent
des cerces (FIG 5) utilisées en
menuiserie, carrosserie. ..

FIGURE: Interpolation a l'aide d'une
cerce en menuiserie
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation par morceaux

Choix du degré du polynéme d’interpolation

Pour limiter les oscillations (phénoméne de Runge), nous avons déja
indiqué qu'il faut éviter les polyndmes de degrés trop élevés (Fic 1).
Par ailleurs, la qualité de la courbe devient trés pauvre pour des degrés
trop faibles, ce qui pousse a utiliser préférentiellement les degrés 1, 2
ou 3.

Néanmoins, soulignons que ce choix dépend aussi de la régularité
de la courbe a interpoler car le choix d'un degré 2 ou 3 suppose
une continuité de la dérivée sur la courbe d'origine. Si la courbe
présente des discontinuités ou des ruptures de pentes, le degré 1 est
a privilégier.

La Fic 6 montre l'interpolation par morceaux d’'un signal sinusoidal

(Cw) et d'un signal carré (discontinu). Le choix d’'un degré 2 est bien
approprié pour la premiére courbe mais pas pour la seconde !
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Interpolation et approximation de fonctions Interpolation par morceaux

FIGURE: Interpolations d’ordres 0, 1 et 2 pour une sinusoide (fonction
réguliére) et un signal carré (fonction discontinue).
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Approximation polynomiale par moindres carrés
Approximation polynomiale par moindres carrés

Approx avec P(x) de degré 3 Approx avec P(x) de degré 5
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FIGURE: Approximation avec un polyndme de degré n, n € {3,5, 10, 20}, de la

fonction f(x) = ﬁ discrétisée en 40 points.
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Interpolation et approximation de fonctions Approximation polynomiale par moindres carrés

Dans le cas de I'approximation polynomiale, on cherche a minimiser la
distance (en norme 2) entre un polyndme de degré m et les n points
imposés (x;,Yi)].

SiP(x)=ap+arX+--+amnx"

alors Ex(ag,...,am) = %an (P(xi) - vi)?
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Interpolation et approximation de fonctions Approximation polynomiale par moindres carrés

Minimiser E; suivant les parametres (a; )j'”;o, revient a résoudre le sys-
téme suivant :

OEy
EN) 0
OEy
0am 0

= Vje[0,m] Zn](P(xi) _yi)‘ﬁP(Xi) _ zn:(P(Xi) —Yi)-Xij _o
i=1

0a i—1

La minimisation de D revient alors a résoudre le systeme suivant:

0,0 m 0 0
[ x0x0 L xMx ao ] X!
Dl s =] s ] = a=MTth
=1 x0xm o xmxm am =1 xm

—_—

\Vi h

Informatique pour tous (MPSI-1) SIM-NUM-2 - Calculs numériques Année 2013 - 2014 21/58



Sommaire

e Interpolation et approximation de fonctions

e Intégration numérique
@ Principe, degré et ordre de la méthode
@ Méthodes d'intégration composée

e Dérivation numérique

Informatique pour tous (MPSI-1) SIM-NUM-2 - Calculs numériques

Année 2013 - 2014

22/58



Principe, degré et ordre de la méthode
Principe, degré et ordre de la méthode

Lintégration numérique (ou quadrature) consiste a intégrer (de fagon
approchée) une fonction sur un intervalle borné [a,b], c’'est-a dire
calculer l'aire sous la courbe représentant la fonction, a partir d’'un
calcul ou d’'une mesure en un nombre fini n de points.

La répartition des points en abscisse est généralement uniforme (pas
d’échantillonnage constant h = b o 2) mais il existe des méthodes a

pas variable, ou encore a pas adaptatif.

Lintégration des polyndmes étant trés simple, I'opération consiste gé-
néralement a construire une interpolation polynomiale (de degré plus
ou moins élevé) par morceaux (intégration composée) puis d’intégrer
le polyndbme sur chaque morceau.
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Intégration numérique Principe, degré et ordre de la méthode

Les méthodes de quadrature élémentaires composées sont de la
forme:

n-1

fbf(x).dx = nZ_ffxwlf(x).dx 22 iwjf (A(i,J)) = 1(f,n, m)
a i=0 VX

i=0 j=0

.b-a .
avec xj=a+i.—— ; A(i,j) € [X,xi1] et ij =1
n =
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Intégration numérique Principe, degré et ordre de la méthode

Les méthodes de quadrature élémentaires composées sont de la
forme:

fbf(x).dx — nifxi“f(x).ol Hiw,f (AG.1) = I(f, n, m)
a i=0 vXi i=0 j=

.b-a .
avec xj=a+i.—— ; A(i,j) € [X,xi1] et Z“’j =1
n =

DEFINITION: Méthode de degré N

Méthode pour laquelle la formule approchée est exacte pour tout poly-
néme de degré au plus N et inexacte pour au moins un polynéme de
degré N + 1.
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Intégration numérique Principe, degré et ordre de la méthode

Si on appelle E.(f,n,N) la différence entre la solution exacte exacte
de l'intégrale et sa valeur approchée par une méthode d’'ordre N sur n
segment

Err(f’n’N) -

_ ff ok - 22 3 S (L))

).dx —I(f,n,m)
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Intégration numérique Principe, degré et ordre de la méthode

alors on peut montrer, moyennant une régularité suffisante de f, qu'il
existe K € R tel que :

Er(f,n,N) <

nN+1

Une méthode de degré N est donc d’ordre au moins N + 1.

La précision de l'intégration numérique peut ainsi s’améliorer en aug-
mentant le nombre de points n (en diminuant le pas d’échantillonnage
h) ou en augmentant le degré de linterpolation polynomiale (sous
réserve de bonnes propriétés de continuité de la courbe).
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Méthodes d’intégration composée
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Méthodes d'intégration composée
Méthode des rectangles (degré 0)

Lintégration la plus simple est celle de degré 0 ou le polyndme interpo-
lateur sur chaque segment est une constante (m = 0 et wg = 1) prise
soit a gauche, soit a droite de l'intervalle d’'intégration. Lintégrale est
donc approchée par des rectangles pour calculer I'aire sous la courbe :

n-1

b
f f(x).dx ~ oy f(a(i,0
a i=0
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Méthodes d'intégration composée
Méthode des rectangles (degré 0)

Lintégration la plus simple est celle de degré 0 ou le polyndme interpo-
lateur sur chaque segment est une constante (m = 0 et wg = 1) prise
soit a gauche, soit a droite de l'intervalle d’'intégration. Lintégrale est
donc approchée par des rectangles pour calculer I'aire sous la courbe :

n-1

fbf(x).d —2 NS¢, 0
a i=0

= Ey(f,n,0)<— avec K=

sup ||

.Ib —aP?
> b —al

S| A
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Méthodes d'intégration composée
Rectangles a gauche (degré 0)

Dans le cas de la formule des rectangles a gauche, on pose A(i,0) = x; :

b b-a & b-a &y
ff(x).dXz 2Nt =)y
a i=0

i=0
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Méthodes d'intégration composée
Rectangles a droite (degré 0)

Dans le cas de la formule des rectangles a droite, on pose A(i,0) =

Xi_|_1 :
b n-— b_a n-1
f F(x).dx ~ =22 i
a i=0 i=0
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Méthodes d'intégration composée
Méthode point milieu (degré 1)

f(z)

Yi

a xX; b

FIGURE: Intégration au point milieu.
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

La méthode du point milieu consiste a considérer la fonction interpo-
lante constante sur chaque intervalle [x;,X;;1] et égale a la valeur prise

par le point au milieu de l'intervalle A(i,0) = % (FiG 8). La valeur
approchée de l'intégrale s’écrit alors :
b-a Y 1+ X
I(f,n,0) = f('+ 1)
i=0
= Egq(f,n,0) < K avec K = sup " b -a?
r s Iy = n2 - 24 .

La méthode est d’ordre 3. En effet, la méthode du point milieu est exacte
pour les polynémes de degré 1.
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

f(x)
Yi

g e o o o e e ey

x
x
+
AN

FIGURE: Méthode point milieu - degré 1
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Méthodes d'intégration composée
Méthode trapeze (degré 1)

f(z)

Yi

X

a xX; b

FIGURE: Intégration par la méthode trapéze.
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

La méthode du trapéze s’appuie sur une interpolation linéaire entre
chaque point (F1G 10). La valeur approchée de I'intégrale s’écrit alors :
b-a & < )
I(f,n,1) = T.;)j;wj-f(ﬁ(u))

1 . .
avec wo =wy =3 et A(i,0) =x;; A(1,1) = Xi11

n-1

- -1

Yi+Yisr b-a[yo+yn [

2~ n | 2 +Z;y'
i=

b-a
n & n
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

K avec Kk = &lf|.|b—a|3

= Ex(f,n,1) < > 12

>

Cette expression est a nouveau similaire au calcul approché réalisé au
paragraphe précédent.

La méthode de point milieu est au final plus précise que celle des tra-
péze.
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

Méthode de Simpson (degré 2)

Yi

Yi+1
Yi+2

f(=)

7

/

_/

x

a

Zq

Ti41

T2

b

FIGURE: Intégration par la méthode de Simpson.
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

La méthode de Simpson s'appuie sur une interpolation quadratique
a.xx? 4 b.x + c) sur chaque intervalle [x;, x;11] : (FIG 11).

fbf(x)dx nZZZ: =1(f,n,2)
a i=0 j=0

avec A(i,0) =x;; A(i,1) =

_ XiFXiq1
2

En appliquant une translation de lintervalle [x;,Xj.1] sur lintervalle
[0, h], I'interpolation s’écrit :

et /1(|,2) — Xi+1

-T—.
S
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

Z.Yi +Yit1 —2Yi,1

yi=¢C a= hz
n? h 4Yi 1 —VYiy1 — 3Yi
yi+%_a.z+b.§+c = b= 2 A
Yi{
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Intégration numérique

Lintégrale sur [0, h] vaut alors :
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

Lintégrale sur [0, h] vaut alors :

h 3 2 h
f (ax?+bx +c)dx = [a.— +b. =+ c]
0 3 2 0
h3 h?
(4-9+6).yi +(-8+12) Yird +(4-3) .y

=h. 6

= g.(yi T4y +Yi+1)
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Intégration numérique

dou wp=w —1 et w —g
0=w2 =g 1= 3

La méthode est de degré 3 et d’ordre 4. En effet :
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

La méthode est de degré 3 et d’ordre 4. En effet :

b n- 4yl+l —|—y|+1
f f(x).dx Z
a :
K sup'f(4)| ;
= Err(f,n,z)sF avec K :W.lb—al
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

Linterpolation de Simpson est plus précise que l'interpolation trapéze
lorsque la fonction a intégrer est raisonnablement continue. Elle se
justifie beaucoup moins lorsque la fonction présente des discontinuités.

Lors d'une intégration "temps réel", elle introduit par ailleurs un déca-
lage temporel de 2.h (pour éviter Yisi- .) qui est souvent plus pénali-

sant que l'erreur d’'intégration.
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Intégration numérique Méthodes d'intégration composée

Autres méthodes

Méthode de degré poids
Boole-Villarceau 5 wo=ws=yior=ws= 20— &
Weddle-Hardy 7 wo=ws = iy = w5 = & iwp = wa = 53 iws = Bk



Méthodes dintégration composée
,
Autres méthodes

Méthode de | | degré poids

Boole-Villarceau | 4 5 wo=ws=gyiwr=ws= 28w = &

Weddle'Hardy 6 7 wozwﬁz%;wlzu%:%;wz:um:%;uq:l—

Méthode de | | degré points

Boole-Villarceau | 4 5 A30,§) = xi +J-_Xi+14— Xi
Weddle-Hardy 6 7 A3i,]) = xi JrJ-‘Xi+16— X
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Méthodes dintégration composée
,
Autres méthodes

Voir aussi les méthodes de Newton-Cotes.

Informatique pour tous (MPSI-1) SIM-NUM-2 - Calculs numériques

Année 2013 - 2014

Méthode de | | degré poids
Boole-Villarceau | 4 5 wo=ws=yior=ws= 20— &
Weddle-Hardy 6 7 wo=wg = S iwn —ws = & iwp —ws = 5l iws = &
Méthode de | | degré points

Boole-Villarceau | 4 5 A1) =X +j.w
Weddle-Hardy 6 7 A(i,]) = X +j.w

43/58



Dérivation numérique
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Dérivation numérique

La dérivation numérique consiste a dériver (de fagon approchée) une
fonction sur un intervalle borné [a, b], c’est-a dire-calculer la pente de
la courbe représentant la fonction, a partir d’'un calcul ou d’'une mesure
en un nombre fini de points.

La répartition des points en abscisse est généralement uniforme

(pas d’échantillonnage constant h) mais il existe des méthodes a pas
variable, ou encore a pas adaptatif.
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Dérivation numérique

La dérivation des polyndmes étant trés simple, I'opération consiste
généralement a construire une interpolation polynomiale par morceaux
(de degré plus ou moins élevé) puis de dériver le polyndme sur chaque
morceau.

La précision de I'intégration numérique peut s'améliorer en augmentant
le nombre de points n (en diminuant le pas d’échantillonnage h) ou en
augmentant le degré de l'interpolation polynomiale (sous réserve de
bonnes propriétés de continuité de la courbe).
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30 e
Dérivée premiere
Méthode a 1 pas

f(z)
Yit2
A-l-
Yit1l—— A~
Yi
x
x; Ti+1 Ti42

FIGURE: Dérivation a 1 pas.
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Dérivation numérique Dérivée premiere

Lestimation de la dérivée la plus simple consiste a calculer la pente
a partir du point courant et du point précédent ou suivant (FIG 12).
Lestimation de la dérivée au point i peut alors se calculer par :

o différence avant : D; = =(y;j+1 — Vi) (pente de la droite A™),

Sl

e s . 1 .
o différence arriere : D; = ﬁ(yi —YVi-1) (pente de la droite A7),
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Dérivation numérique Dérivée premiere

Evidement, lorsqu'il s’agit de dériver une fonction temporelle "en temps
réel", le point suivant n'est pas encore connu donc seule la différence
arriéere peut étre calculée.

Notons aussi que le calcul de la dérivée a partir de n points, conduit a
un tableau de valeur de dimension n — 1.
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Dérivée premidre
Méthode a 2 pas

f(z)
Yit2 A~

Yi+1
Y

AT

x; Tit1 Ti42

FIGURE: Dérivation a 2 pas.
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Dérivation numérique Dérivée premiere

Une méthode a 2 pas consiste a utiliser 3 points pour une meilleure
estimation de la dérivée (FIG 13).

Sur un intervalle [x;,Xi;1] de longueur h, la courbe est interpolée par
un polynédme d’ordre 2 : y = a;.x2 + b;.x + ¢;. Les coefficients a;, b; et
¢; ont déja été calculés au paragraphe 11 en fonction des y;. Il suffit
de dériver le polynbme respectivement en X;, X;j+1 et X2 pour obtenir
respectivement les différences avant en x;, centrée en x;,1 et arriére
en X, .

Apres translation des abscisses, il s'agit en réalité de dériver en 0, 2
h:

Informatique pour tous (MPSI-1) SIM-NUM-2 - Calculs numériques Année 2013 - 2014 51/58



Dérivation numérique Dérivée premiere

o différence avant :

Di = -2.a.h+Db;
(-4-3)yi+(@8+4)y 1 +(-4-1)Yin
N h
~7.Yi.1+12.yi - 5.Yi11 _
= 2 . (pente de la droite A™)

o différence centrée :
4.yi+% =Yitr1 = 3Yi

Diy1=b; = H (pente de la droite A)
e différence arriere :
Dij2 = 2.a;.h + b
(4-3)yi+(-8+4)y 1 +(4-1)yin
N h
Yi = 4Yi 1 +3Yin _
= h (pente de la droite A7)
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Dérivation numérique Dérivée premiere

Il faut noter que la différence centrée est aussi simple a calculer que
dans le cas d'une méthode a 1 pas, et correspond a la pente entre
les deux points de part et d’autre du point courant. La précision étant
d’ordre 2, elle constitue un trés bon compromis.

Evidement, lorsqu’il s’agit de dériver une fonction temporelle "en temps

réel", le ou les points suivants ne sont pas encore connus donc seule
la différence arriére peut étre calculée.
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Dérivée seconde
Dérivée seconde

Pour dériver deux fois une courbe donnée par une liste de points, le

premier réflexe consiste a appliquer deux fois une dérivée simple (par
une méthode a 1 ou 2 pas).

Il est cependant plus rapide de calculer directement la dérivée seconde
a partir du polynédme d'interpolation, qui doit bien évidement étre au
moins de degré 2 pour obtenir un résultat non nul.
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Dérivation numérique Dérivée seconde

En utilisant une méthode a 2 pas, le polynéme d’interpolation s’écrit
y = ax? + b.x + c. Les coefficients a, b et ¢ ont déja été calculés au
paragraphe 11 en fonction des y;, ce qui conduit a une dérivée seconde
constante sur tout I'intervalle [x;, Xj11] :

Yi+Yit1 = 2Yi,1

f7(x) = 2.a = 4. >

Selon si cette valeur de la dérivée seconde est adoptée eni, i + 1 ou
i + 2, il s'agit de la différence seconde avant, centrée ou arriére. On
peut montrer que cela revient a calculer deux dérivées simples a 1 pas.
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Influence du bruit de mesure
Influence du bruit de mesure

Lorsque la courbe est issue d’'une mesure, elle est généralement enta-
chée d’un Iéger bruit, qui peut devenir catastrophique pour I'évaluation
de la dérivée (FIG 14).

En effet, si les points de mesure restent "en moyenne" au voisinage de
la valeur mesurée, il existe des fluctuations rapides (c'est-a-dire a la
fréquence d’échantillonnage) entre les points successifs (voir zoom de
la FiG 14).

Le calcul de la dérivée conduit a déterminer la pente entre deux points

successifs, ce qui perturbe fortement le signal dérivé et cache les
évolutions lentes du signal (lentes devant la période d’échantillonnage).
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Dérivation numérique Influence du bruit de mesure

x(t) Zoom

AT VAN
IAFARVAV VAN

AN LW
VARVA'RY

FIGURE: Mesure d’une position au cours du temps x(t) par un capteur
potentiométrique, dérivée a 1 pas x(t) et dérivée a 1 pas lissée en effectuant
la différence sur 10 pas.
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Dérivation numérique Influence du bruit de mesure

Deux solutions sont possibles :

o filtrer (ou lisser) le signal d’origine pour supprimer I'essentiel du
bruit, puis dériver,

e calculer la dérivée sur un temps plus long que le temps
d’échantillonnage, par exemple pour une méthode a 1 pas en
calculant la pente entre deux points espacés de k pas (solution
adoptée pour x| (t) sur la FIG 14, avec k = 10).

Dans les deux cas, le signal dérivé sera entaché d'un retard sur le
signal d'origine, ce qui oblige a trouver un compromis entre la qualité
du signal dérivé et le retard. k est généralement de I'ordre de 5 a 20
pas selon le bruit, le pas d’échantillonnage, les fréquences a observer
dans le signal et le retard admissible.

Pour un lissage par moyenne mobile, on peut montrer que les deux
méthodes s’avérent identiques.
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