CI-3 PR]’EVOII; ET VERIFIER LES PERFOR-
MANCES CINEMATIQUES DES SYSTEMES.

CI-3-3 DfETERMINER LES TRAJECTOIRES, VI-

TESSES ET ACCELERATIONS D’ \UN POINT DE
L’ESPACE OU APPARTENANT A UN SOLIDE.

Objectifs

A la fin de la séquence, ’éléve devra étre capable de :

e B1 Choisir les grandeurs physiques et les caractériser

o Identifier et justifier les hypothéses nécessaires a la modélisation.
e B2 Proposer un modele de connaissance et de comportement

o Modéliser la cinématique d’un ensemble de solides.

o Simplifier un modele de mécanisme.
e C2 Mettre en ceuvre une démarche de résolution analytique

o Caractériser le mouvement d’un repére par rapport & un autre repere.

o Déterminer les relations entre les grandeurs géométriques ou cinématiques.
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1. DERIVATION VECTORIELLE ET VECTEUR INSTANTANE DE ROTATION 2/16
1 Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Nous cherchons a établir la formule ci-contre ou 5(31 /B,) €st appelé d d N

vecteur rotation de R par rapport a Ry (R1/Rg)- On le note aussi sim- [a (7)} = [a (ﬁ’)l +Q,/B,) N\ U

plement €}y g, : o By

[1.1 Existence d’un vecteur instantané de rotation

Soit la BOND By = (X1, V1, 2 1) associée au repere R;. ||x_1)|| _ ||y_f | _ ||Z—1>|| -1

Dérivons la deuxieme ligne dans Ry, ou plus il'il - 3_/)1-11 - il'il =1

précisément, dans la base 53 associée a Ry : X1:¥1=%1:21=21.X1 =0

?C}l.?{l:l
- — -1
Yi-¥1=
?1,?1:1
- —

xl.ylzo
- -

V1.21=0
71.?1:0

Ce qui nous conduit a :

—

Q(s,/8,)

1B,

1B,

1B,

_ — —
_xy'yl_ZX'zl

_ —>
—yz.zl—xy.xl

_ —>
=Z2x.X17Y2.Y1

Sz

X1=0 %(71)
1By L 1B,
'71 =0 = H(xy'xzxyxlyz;zxxzy) € 1RG/ %(71)
1By L 1B,
Z1=0 %(71)
1By L 1B,

T+ X %(?1) =0
L 18
) ’ xy+yx:0
.?14—})1 %(?1) =0 = yz+Zy:0
15
) ’ Zy+x,=0
.?14‘21 %(?1) =0
] 18,

N
=LB,/B,) N X1
1B,
=~ —
=g /By NV1
1B,
R
=B8N 21
1B,

est appelé vecteur rotation instantanée de la base By par rapport a la base 5.

_ — —
—xy.y1+xz.zl

_ — —
=Vz-21 1TV X1

_ — —>
=2y X1+25.91

[1.2 Changement de base de dérivation

Soit le vecteur 10 (t) = u,(t). X, + uy(t).?l +u,(t). 7.
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1. DERIVATION VECTORIELLE ET VECTEUR INSTANTANE DE ROTATION 3/16

d _, o duy o, duy, ,  du, _, d ., d _, d _,
[a(”(f))} = @t g it g St (0| A (V0| et 50 (20)
BO BO BO ’30

d — = — = — = —

= a(u(t)) +1/lx(t). (31/80)/\ X1 +”y(t)'Q(Bl/BO)/\ V1 +u2(t).Q(BI/BO)/\ Z1

1

d —> p=g —> —> —> d —> ~ —>

= |5 (#®) +Q(61/BO)/\[Mx(t)-x1 +uy(1). 91 +Mz(t)-21] =g (O + Q8 A TE(H)

Bl Bl
4 1 [1.3 Propriétés du vecteur rotation
[a(ﬂ})} = [a(ﬂ)) +Q(31/BO)/\ u
d’ou 5o 5 [1.3.1 Propriété d’antisymétrie

Soient les référentiels R et R,. La formule de changement de base de dérivation permet d’écrire :

[a(u)] :[a(u)] +Q(BI/BZ)/\M et a(u)l :[a(u)l +Q(Bz/l31)/\“
2 By B B,

— —>
La somme de ces deux équations se met sous la forme : [Q(Bz/b’l) + Q(Bl/BZ)] AU=0

VBV B]I Q(Bz/Bl) = _Q(Bl/BZ)

—> —
Cette relation étant vraie Y/, il apparait alors que Qs,/8,) = —p,/8,)- Ainsi

[1.3.2 Composition des vecteurs instantanés de rotation

Soient les référentiels Ry, R, et R,. La formule de changement de base de dérivation permet d’écrire :

En effectuant (1)+(2)-(3), il vient :

[(d ] N N
—(Ll) = —(H) +Q(B/B)/\“ (1) — — — o =
L PR L PR |G,/ + iy ~ Oy | A T = 0
[d ] [d _, ] = — Cette relation étant vraie Y/, la composition des vi-
= = |= Q A 2 '
dt () dt W)+ Csym A1 ) tesses se traduit par :
L - Bl - - BZ
[ d — ] [ d — _ g —> . H Q = Q, Q
S| = | 5] +Gmsy A (3) VB, By, By Qs = Qsys) + Qsys,)
L - BO - - BZ
[1.4 Formulation
. — H
Soient deux bases By et By ayant un vecteur commun. Prenons par exemple V1 Yo
Z1 = Z- La base B; peut alors étre repéré dans la base B, par 'angle 0(t) : o(t
N X1 = cosO(t). X +sinO(t). ¥y X
(X0, x1) = 6(6) . - - !
N Y1 = —sinO(f).xy+cos0O(t).vo
(y(); 3/1) = 0(t) 7 = 7z (1) —
: ’ z) @ 20 o

Sous forme matricielle, la matrice de changement de base de By a By Mg, .5, est :

cosO(t) sinO(t) 0 cosO(t) —sinBO(t) 0
Mp sB, =| —sinO(t) cosO(t) 0 et Ml_gi'_’Bo =Mp,»5, =| sinO(t) cosO(t) 0
0 0 1 0 0 1

, DETERMINER LES TRAJECTOIRES, VITESSES ET ACCELERATIONS
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2. CINEMATIQUE DU POINT 4/16

Or, les dérivées des vecteurs X et ¥ valent : [51,[ (X )l = 5(51/50) A X et [% (71)l = (_2)(31/50) ATy
By By
En reprenant les expressions de X et 3 dans By, on obtient :
d _, _d(cos6(t)) , d(sin6(t)) _, d _, _d(-sin06(t)) o,  d(cosO(t)) _,
dt(xl)L = @ ot ——gqr Yo rasAl = It Ko+ —— Yo
0 0

= —0.sin0(t). Xy + 0.cos O(t). ¥y = —0.cos0(t). Xy — 6.sin O(t). 7y

= 0.[-sinO(t). Xy +cos O(t). ¥y] = 0.7, = —0.[cosO(t). Xy +sinO(t). 7] = —0.%;
Ainsi 0.7, = 031/50) A Xp, ce qui implique que Ainsi -0.%] = (_5(31/30) A ¥, ce qui implique que
Q(BI/BO n’a pas de composantes sur 7. 6(51/30) n’a pas de composantes sur x;.

Il en résulte que Q(BI/BO) =\7Z;.0r:

—>

Q(Bl/Bo) = 6(t)71

6})1— Bl/Bo)Axl—X zl/\xl }\?1 donc

—6.x1 _Q(Bl/Bo A\ yl = )\.21 AN yl :—)\.?1

—
En conclusion, lorsque deux bases By et B; ont un vecteur commun, le vecteur rotation instantanée (3 /3 ) est
porté par ce vecteur et sa composante est la dérivée de I’angle (positive dans le sens direct) qui repére la position
de la base B; par rapport a la base By (51/8y).

En mécanique, on compose trés souvent ce type de repérage (mouvement de rotation autour d’un axe). Il suffira
alors pour formuler le vecteur rotation d’utiliser la propriété précédente et la composition des vecteurs rotation.

2 Cinématique du point

2.1 Vecteur vitesse d’un point

\

DErINITION : Vecteur vitesse REMARQUES :
On appelle vitesse de M a I'instant t dans le repere e Lorigine O du repeére R est importante.
R(O,B) e La vitesse s’exprime en “m/s”.
— d  — d _ d -
Vowr = | o (OM(t))l . [ d (OM(r >)L = | & (1) 7 +9(0).F +2(0).2 >L
’ _odr o dy o de o
e Tac? T
e Si R est constant :
ExXEMPLE : Vimry = —R.0.5in(6).X +R.6.cos(0).Y =R.0.¢
o y = a(Rer)] = a(R + ( mab/B)/\R e,
0 Bmab
e, = 0.¢,AR?,=R0.7y
F40) 9, ¥ o SiRnest pas constant :
OM R.Z, =R.cos(0).X + R.sin(0).7 et = d - = N
Q re (0) (6) y V(M/R) = a(R(t) €,) +Q(Bmob/5) AR(t). e,
( mab/B e z Bmob

R7?,+0.2,AR?,
R-?r +R6?6
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3. CINEMATIQUE DU SOLIDE INDEFORMABLE 5/16

N OM(t + dt) — OM(t M(t)M(t +dt
ProprieTE : Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire : V) = lim (t+df) - () = lim M
dt—0 dt dt—0 dt
[2.2 Vecteur accélération d’un point ]
. REMARQUE:
D&riNTION : Accélération . . )
On appelle accélération de M par rapport a R(O, B) o Lorigine du repere O est importante.
(_, ) _d? om e L’accélération s’exprime de m/s.
Twrm) = de\ MR 5 dt? 5 ExempLE : cf partie 2.1.
e Si R est constant : 0.2,
S (d oo d e s N
aM/R) = a(Reeg) = a(Re(ZQ) +Q(Bmob/5) (Re 6@) R.6 €g R.O
L B Bmob
e Si Rn’est pas constant
aomm) = a(R(t).er+1z(t).e.ee) = a(R(t).er+1<(t).e.ee) + Q.8 A (R(D. T, + R(1).0.2
L Bmob
dR(t dR(1).0) & £ 5 (s > =
= di) e, + ( élt) ).ee+9.e /\(R(t).er+R(t).6.ee)

R(1). 2, +[R(1).0+ R(1).6]. @ + 0. (R(1). 2o - R(¢).6.7,)

o) =(R-R.6%).2, +(RO+2.R0). 2

=

3 Cinématique du solide indéformable

'3.1 Définition

DiriniTION : Solide indéformable
H Un solide indéformable est un ensemble de points animés d’'un mouvement de corps rigide.

RapPEL A tout solide indéformable on peut associer un repere et donc un référentiel.

Dans la suite, nous désignerons par solide, un solide indéformable, ’étude des déformations étant hors pro-
gramme en MP2I - PCSI & MPSI et MP & PSI.

[3.2 Point lié a un solide ]

—>—>—>

Soit un solide S de repere associé R(O,x,v,z) . Soit A un point tel que
OA = XA-X +Ya. Y +2a.Z. On dit que A est lié a S si et seulement si x,, y4 et
za sont des constantes. On note A € S (A appartenant a S).

Remaroue : Il faut faire attention a cette notion de point attaché a un solide.
Les deux solides S; et S, sont en contactenI.I; € S et I, €S,. S et S, tournent

tous les deux autour de 'axe x. A t =0, I, I; et I, sont confondus. A t >0, I ne
bouge pas, I; et I, bougent.

, DETERMINER LES TRAJECTOIRES, VITESSES ET ACCELERATIONS
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3. CINEMATIQUE DU SOLIDE INDEFORMABLE 6/16

Avec cette définition, un point peut matérialiser 'espace. C’est le ” point matériel ”.

[3.3 Equiprojectivité du champ des vitesses d’un solide

) ) ) ) Le champ de vitesses des points d’un solide est
ProprIETE : Soient A et B deux points liés a un solide

. o équiprojectif.
S de repere associé R(O,5). On a alors DitmonsTRATION :Le solide S étant indéformable,
= — 5 — ¥V A,B €S, les coordonnées de A et celle de B sont
Vips/r)-AB =V (a5/r)-AB constante au cours du temps dans R. Donc :

—> —_—> —> 2
HABH:cte — ABAB = cte
Interprétation géométrique :
d — —>
= 2[a(AB) AB = 0
B
= ||L(a0)| +| < (08)| |AB = o
dt d
= (—V(A/R)-l—V(B/R)).AB = 0
—t (_V(A,S/R)+V(B,S/R))'AB = 0

[3.4 Torseur cinématique

PROPRIETE :

Comme le champ des vitesses d’un solide est
équiprojectif, c’est également un champ de moments. Y(A,B) € g2 V(B’S/R) = V(A’S/R) + BA A 6(5/72)
Ainsi, il existe un vecteur qui dépend de S et de R,
noté Q (s/r)» tel que:

Ce vecteur est appelé vecteur instantané de rotation de S par rapport a R. Comme le champ des vitesses d’un
solide est un champ de moments, il est représentable par un torseur.

DeriNITION : Torseur cinématique
Le champ des vecteurs vitesses des points du so-  REMARQUES :
lide S dans son mouvement par rapport au repere
R est représentable, au point A, par le torseur
cinématique de S/R :

e Le torseur cinématique est défini a tout instant

. Q(S/R est appelé la résultante du torseur

Y = { _9(8/72) } . V(M s/Rr) est appelé le moment du torseur en M
Al Viasm)
Les liaisons cinématiques normalisées autorisent différents degrés de libertés. Pour deux solides 1 et 0 liés par

une liaison normalisée, en exprimant le torseur cinématique du mouvement du solide 1 par rapport a un solide
0 en un point idéalement choisi, la forme de ce torseur devient caractéristique de la liaisons (cf partie 7).

[3.5 Champ de vecteur accélération d’un solide

PROPRIETE : —

— —> d >
Soient A et B deux points d’un solide S. ABs/R) = Aas/r) T BAN (

dt (S/R) ) + 6(5/7?,) A (_)(S/R) A A—B))

R

ConsEQUENCE : Le champ d’accélération d’un solide n’est pas un champ de torseur.
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4. COMPOSITION DE MOUVEMENT 7/16

DE£MONSTRATION :
Aps/r) = It (V(B,S/R)) = [a (V(A s/R) T BAA Q(S/R))
R R
R R R
= A(A,S/R) [ d_ ) + Q(S/R) ABA|A Q(S/R) +BAA a( (S/R))
S R

4 Composition de mouvement

4.1 Composition des vitesses pour le point

Viarrg = Viarr) + VAR /R,)

Prorri&TE :Soient Ro(Oy, By) et R1(Oq, By) deux référentiels et A un point. Alors

DE£MONSTRATION : DiriniTiON : Composition des vitesses
Viary = d—(oo ) = —(0001) a(OIA) e V(a/r,) est appelée vitesse abso-
Ro Ro Ro lue.
- v d oA G ANOA . {;(A/Rl) est appelée vitesse rela-
B (01/Ro) ¥ dt ( ! ) TRARI/R) ! tive.
R .

e VAR,/R, 65t appelée vitesse

— d )
= 7(01,7%1/730) +Qr,/ry) AN O1A+ 1 (OlA) d’entrainement. Le point A est at-
Ry taché a R, de manieére instan-
\_;(A,RMR(J) T tanée. C’est un point coincidant.
Viar,)
[4.2 Composition des vitesses pour le solide ]
PROPRIETE :
v =V +V
Soient Ry, R, et R2 trois referentlels et Aun pomt Alors (A R2/Ro) (ARa/R1) T " (AR/Ro)

<!

Viarsrg = Vvrg = Vars) = Viare = Var) + Varr) = Vi,

DEMONSTRATION :

V(AR/R,) Viar,/R,)

—>

QR,/Re) = QARorry) + QAR 1/Ry)

—>

%Z/RO = %2/721 + %1/7?«0

Comme nous avions déja : , il vient :

[4.3 Fermeture cinématique ]

Dans une chaine cinématique fermée, pour obtenir des relations entre les différents parametres cinématiques,
on établit une fermeture de chaine cinématique. En reprenant I'exemple du micro-moteur du cours précédent,
onobtient: 7, + 7, + 7,0 =75

—

B10(t). 2o } { 0,1(t). 2 } { 032(1). 2 } { 0 }
avec: 7 ,, = { — s U, = > s Yoy = > s Yo = NN
1/0 A 0 2/1 B 0 3/2 c 0 3/0 VM }\(t) X0
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4. COMPOSITION DE MOUVEMENT 8/16

On pose w;(t) = éij(t). Plagons les torseurs au point C pour ne pas faire intervenir ws,.

RappeL AB = e. X1, BC=L. X, et AC = A(t). %p.

Vicio = Vixijo) +CAAQ/0) =—A1t).Xo Awig(t).Zg = At).wio(t). Vo
et V(C,Z/l) =V 2/1) +CBA Q(Z/l) = —L.YQ A 0)21(1’).?0 = L.(x)zl(t).?)z
63/2 "‘Qz/l +»1/o = 63/0
Vipp+ oy + 0 = Va0 = v ( \)/ )\7’ _ \7’( )
32t Vicayt Ve = V(3

w32 (1) + w1 (t) + wyg(t) 0 en projetant sur Z

0+ L.u)Zl(t)._}—})z + )\(t).(x)lo(t)._;l})o = }L(t)_)—C)O
Une projection sur X, de la derniére équation permet d’éliminer w,; (t) et on obtient ainsi une relation entre A(t)
et (x)lo(t) :

A(t).w10(t).sin(0,9) = A(t).cos(O29(t)) = A(t) = A(t). tan(0y0(t)).wqo(t)

ReMARrRQUE : En partant de la fermeture géométrique et en dérivant dans le repere R\, on obtient la méme
équation.

Les équations obtenues dans une fermeture de chaine cinématique sont dérivées des équations obte-
nues dans les fermetures géométriques.

(4.4 Vitesse de glissement ]

Soient deux solides S; et S, en contact en I. A t donné, il existe

alors I; € Sy tel que I =1, et il existe alors I, € S, tel que I =1,. n
I est le point de contact. I ¢ S; et I ¢ S,. On se limite aux

surfaces régulieres qui admettent un plan tangent IT et une

normale 7.

RaPPEL
-
Le mouvement relatif entre S; et S, est caractérisé par le torseur cinématique B { Qs,rs,) }
N /S, — g
de S, par rapport a S;. 2 U Vigsys))
D£rINITION : Vecteurs roulement et pivotement Q(S2/S1)
p=g —
° Q ( (S,/S1) n) est le vecteur pivotement.
—> —> —>
o O, =CQg,s5,)—Qp est le vecteur roulement.
1
DtrINITION : Vecteur glissement \
. 4 S
H On appelle vecteur glissement de Sy sur Sy en 1V 1g /s ) ?

PROPRIETE :
Le vecteur glissement appartient au plan tangent Il. Au niveau du contact, il n'y a donc ni décollement, ni
pénétration entre les solides.

DEMONSTRATION :

— — —

Vis,ss) = Vis,) — Vs, Chacun des deux termes de droite de cette équation correspond a la vitesse du point
Isur S; ou S;. Comme I est défini comme étant sur le bord de la structure, et comme la vitesse est tangente a la

, DETERMINER LES TRAJECTOIRES, VITESSES ET ACCELERATIONS
Lycte CarnoT - Djon , , . MP2I - PCSI & MPSI
D’UN POINT DE L’ESPACE OU APPARTENANT A UN SOLIDE.



4. COMPOSITION DE MOUVEMENT 9/16

trajectoire, chacune des vitesses se trouve dans le plan tangent, et donc la différence des deux vitesses aussi.

DirINITION : Roulement sans glissement
— —
H On dit que S, roule sans glisser sur Sy si et seulement si V(1 /5y = 0

[4.5 Définition d’un repere par rapport a un autre repere

Pour définir un repere R, par rapport a un repere Ry, il faut :

e paramétrer la position de 'origine O; de R; dans R. Ceci se fait en donnant les coordonnées de O; dans
Ro. Dans R3, il faut 3 coordonnées.

e paramétrer 'orientation de R, par rapport a Ry, i.e l'orientation de B, par rapport a la base B,. Etant
dans l'espace euclidien IR3, il faut donner 3 angles.

[4.5.1 Angles d’Euler

Les angles d’Euler représentent une possibilité (a connaitre) pour

—
S . . . < s - Y
définir lorientation d’un solide dans l'espace a l'aide de 3 pa- ¥ 7' X1 Y1z
rametres angulaires. Les 3 rotations s’effectuent autour de 3 vec-
-
n

teurs indépendants. Le choix des vecteurs de rotation effectué dans

Euler est le suivant : A) N
— X

SN . z
e La premiere rotation s’effectue autour de 71 L, = ! e 7 71
z
IBN . 22 1
e la derniére rotation s’effectue autour de z, . 4
A

e La rotation intermédiaire s’effectue autour d’un vecteur per-
. . . = . =
pendiculaire a z; eta z 5.

- ZiAZ, ©

n =
127 A 25l

P angle de précession; O angle de nutation; ¢ angle de rotation —
propre.

arisversal
qsvers Mouvement
1 \—._. e
[4.5.2 Roulis, tangage, lacet ] AN oE
D’autres angles sont utilisés pour quantifier les mouve- -
. ouvement

ments dans un repere propre au solide. ro¥E s
Ainsi dans la marine ou en aéronautique, les termes de
tangage (avant, arriére), de roulis (gauche, droite) et de

. N . N . 1s 2 Mouvement
lacet (virage a gauhe, virage a droite) sont utilisés pour Lade

décrire les mouvements.

[4.6 Liaison cinématique équivalente

[4.6.1 Définition d’une liaison équivalente

Supposons qu’il existe entre deux pieces Sy et S, plusieurs liaisons réalisées avec ou sans pieces intermédiaires.
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La liaison équivalente a I’ensemble des liaisons situées entre la piéce S; et la piece S, est la liaison théorique de
référence Z,, qui ale méme comportement que cette association de liaisons, et qui autorise le méme mouvement.

La liaison équivalente doit appartenir aux liai-
sons normalisées.

[4.6.2 Liaisons en parallele

DtriniTION : Liaisons en parallele

n liaisons £, £,,..., &, sont disposées en parallele entre deux solides Sy et S, si chaque liaison relie
directement ces deux solides.

Pour que la liaison équivalente £, entre S; et S, soit compatible Z
avec les autres liaisons simples paralléles, il faut que son torseur A

cinématique soit égal au torseur cinématique associé a chaque o e
liaison parallele :

ReEMARQUE : Les torseurs doivent étre écrits au méme point pour &z 1% %
, . , . % eq __ % ) _ % n
réaliser toute opération. S,/S; T ZS,/Sy T T ZS,/S,

[4.6.3 Liaisons en série ou chaine ouverte.

Pas DerINITION : Liaisons en série
n liaisons £y, £>,...,£, sont disposées en série entre des

@ Q solides Sy et S,, si elles sont a la suite 'une de l'autre par

Uintermédiaire de (n — 1) solides.

e Zo3
Q Par composition des vecteurs vitesses :

ggﬂ _ =9n—1 =91
e L1 Vs s, =Vs )5 Tt Vg s,

5 Mouvements particuliers

r5.1 Translation

\.

[5.1.1 Définition

DErINITION : Mouvement de translation .
Un solide S est animé d’un mouvement de translation dans un repére R si deux vecteurs AB et AC
distincts et non colinéaires appartenant a S restent respectivement équipollents (supports paralléles, méme
A b ~ 5o ~ ~ \
sens, méme normes) a deux vecteurs AgB et AgCy appartenant au repere R.

[5.1.2 Trajectoires

I£§ tr@}ctoiieﬁ sont igs courbes qui se déduisent les unes des autres par translation, car YA € S, VB € S alors
OB = OA + AB avec AB restant équipollent a lui méme pendant le mouvement.
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e On parle de translation rectiligne quand les tra- ExempLE : le balais de l'essuie-glace d’un auto-
jectoires sont des droites. bus
EXEMPLE : un tiroir dans son meuble e On parle de translation curviligne dans les
e On parle de translation circulaire quand les tra- autres cas.
jectoires sont des cercles. ExempLE : une lampe d’architecte.
[5.1.3 Vitesses j

Puisque YA,B €S, AB reste équipollent a lui méme, alors

—

Viasr) =Vesr =V

—> —>

— d  — — — —
0=|% (AB) en (AO) qt =-Vamr)+*Vir) = Viesr) — Vasr) ©

+[i(cﬁ§)

—> —> —
Tous les points du solide en translation ont la méme vitesse V. Le vecteur rotation (/g est nul : Qg = 0.

[5.1.4 Accélérations ]

Tous les points du solide en translation ont la méme accélération 7.

[5.1.5 Torseur cinématique j
Le torseur cinématique associé a un solide S en translation VM eS Y = { _)Q(S/R) = O_) }
dans un repeére R est : v\ Viusr)y =V

Ce type de torseur est appelé torseur-couple (par analogie avec le torseur des actions mécaniques transmissibles).

REMARQUE : I’écriture de ce torseur est la méme quel que soit le point considéré : il est indépendant de son point
de réduction.

[5.2 Rotation autour d’un axe fixe

[5.2.1 Définition ]

DtrINITION : Mouvement de rotation autour d’un axe fixe
Un solide S lié a Ry est animé d’'un mouvement de rotation autour de 'axe fixe A du repére R si deux points
A et B distincts appartenant a S coincident en permanence avec les deux points fixes A et By appartenant
aA.

[5.2.2 Conséquences

Lappartenance de A et B au méme solide S se traduit
par V(B,S/RO) = V(A,S/Rg) +BA A Q(S/RO)‘ Si la vitesse des

points A et B est nulle dans R, alors 6(5/7%0)//1@), et
tout point de la droite (BA) a une vitesse nulle.

—
En posant Zo le vecteur directeur de AB, on a alors
. R >

Qis/ry) = (t). 2, avec P(t) = (X9, X1) = (Yo, ¥1) le pa- X0 m N Vo
rametre de position angulaire de B, dans By.

, DETERMINER LES TRAJECTOIRES, VITESSES ET ACCELERATIONS
Lycte CarnoT - Djon , , . MP2I - PCSI & MPSI
D’UN POINT DE L’ESPACE OU APPARTENANT A UN SOLIDE.



6. MOUVEMENT PLAN SUR PLAN 12/16

[5.2.3 Trajectoires ]

Soient M un point de S et H est le projeté orthogonal de S sur (AB). H est fixe. S étant indéformable, la trajectoire
de M est un cercle d’axe (H, Z) et de rayon py.

[5.2.4 Vitesses ]

Tous les points de 1’axe de rotation ont un vecteur vitesse nul. Avec py;, la distance du point M a 'axe (H, Zy) :

— s

V(M,S/RO) = V(H,S/RO) +MH A 6(5/730) = 6)— pMﬁ' A\ q) 70 = lel)T; avec 7 définit tel que 7 =2y AN ;l)

[5.2.5 Accélérations ]
Par dérivation vectorielle, I’accélération vérifie K(M,S/RO) = —om- V27 + oy 0. 7
AMS/R,) GVmsmy) | =| S lom )}

DEMONSTRATION : Bo . By

_ H d —> dl-P - _ H il —> >

= omY. a(v) +pM.E.v _pM.lp.(q).zO/\v)erM.tp.v

By

[5.2.6 Torseur cinématique j
Le torseur cinématique associé a un solide en rotation 9 N Q(S_/)RO) N
autour d’un axe fixe est : S/Ro Vims/r,) = s/r,) A HM

RemArQuUE : ¥ A € A, I’axe de rotation, %/Ro = { Q(%,RO) } Ce type de torseur est appelé glisseur.
A

6 Mouvement plan sur plan

r6.1 Définition

D£riNITION : Mouvement plan
Le mouvement du solide S, par rapport au solide Sy est dit plan s’il
existe un plan (I1,) lié a S, qui reste coincident avec un plan (I1y) lié
asy.

Il en résulte que le paramétrage de S,
par rapport a S; ne nécessite que 3 pa- _ 07,
rametres : un angle et deux longueurs S2/S1 )
ou deux angles et une longueur. :

[6.2 Le centre instantané de rotation (CIR) ]

DEerINITION : Centre instantané de rotation
H A un temps donné, le CIR est le point ot la vitesse du torseur cinématique de S, par rapport a Sy est nulle.
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PropritTE : Le CIR (noté I) est le centre de rotation, a un temps donné.
— —> —> . —> .

D&MONSTRATION : VA 21 Vi(ag 5= Vygg7s) +AlAOZ = AIAOZ,

Ce qui donne bien un champ de vitesse de type rotation autour de I.

REMARQUE :

e Le CIR n’existe pas si le solide est en translation. Dans ce cas, il
peut étre considéré comme étant a I’infini.

e Si S, est immobile par rapport a S; alors tout point du plan est
CIR.
ExEMPLE :
Pour la roue de voiture, comme il y a non glissement entre la roue et la route, la vitesse du point appartenant a
la roue par rapport a la route est nulle. C’est le CIR entre la roue et la route. Le champ de vitesse de la roue est
une rotation autour de I. Le centre de la roue va a la vitesse de la voiture. Le point supérieur de la roue va deux
fois plus vite.

[6.3 Représentation graphique du CIR

ProBLEMATIQUE : Si on connait I et 0, on a le champ des vitesses du solide. La connaissance du point I est
précieuse, dans le cas de mouvement plan.

[6.3.1 Lieux des CIR

—
V

Vim,s/r)

On connafit \7 .
(M,S/R) - / . Vm,,/R)

Or Vims/r) = MIA 0Z1. Donc I est sur la droite o
droite passant par M et perpendiculaire a

!

se trouve I

Vm,s/R)-
[6.3.2 Lieu du CIR }

<l

(M,,S/R)

On connait V1, s/r) et Vi, s/r)-

Alors I se trouve a I'intersection des deux ) .
perpendiculaires de ces vitesses. K

[6.3.3 Equiprojectivité et Thales

— —
On connait I et V(y, g/g)- On cherche Vy, /). On utilise soit la propriété des mouvements de rotation, soit
I’équiprojectivité des vitesses.

diT(V(les/R)) dir(V(Mz,S/R))
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EXEMPLE :

3
Trouver les centres instantanés de rotation B
des différentes pieces par rapport au bati. 0

[6.4 Base et roulante ]

DerINITION : Base
La base est la trajectoire du centre instan-
tané de rotation 1 dans le repere fixe R.

DErINITION : Roulante
H La roulante est la trajectoire du centre instantané de rotation I dans le repere mobile R .

ReMARQUE : La base et la roulante sont deux courbes qui roulent sans glisser 'une sur l'autre.

[6.5 Théoreme des 3 plans glissants

PROPRIETE :

Soient 3 solides : S;, S, et S3 en mouvement plan (plan commun

aux trois). Le mouvement de S; par rapport a S; est caractérisé par Les CIR Iy, I3; et I3 sont alignés.
un CIR Il]

DEMONSTRATION :

Chaque mouvement S;/S; est caractérisé par une vitesse de rotation w;;.

—

Vi1,,,8,/8)

<!

.
(11,52/83) T V(151,85/8))
.

—— s = —— s
Visssi/sy) +Ioils A w23 7 + Vs g, + I Isg A ws) 2

— > - T —
121123 A w32z + 121131 A w31 2.

— — —_— —> > BN A .
or V(i s,s,) = 0, donc [w23121123 + w31121131] A z.D’ou l'alignement des trois points.

APPLICATION :

. . . o . S;
Les solides S; et S; sont en liaison pivot avec le bati Sy. La bielle S,
est en liaison pivot avec S; et S3.
: ) S1
Les CIR Iy, I59, I51, I3, sont donc facilement repérable. Ils corres-
pondant aux différents centres des liaisons pivot. Le CIR I, est
aligné avec I;( et I,; d’une part, et I3, et I3, d’autre part.

Une construction géométrique simple permet donc de trouver le
CIR de S; par rapport a Sy

7 Tableau des liaisons normalisées
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7. TABLEAU DES LIAISONS NORMALISEES

Torseur cinématique

Torseur des

ddl ZO.B. de la mnrﬁ.sm Schéma plan Omwmn.ﬁm\im.zmcm
liaison spatial géométrique N ) L.
Ois, s, actions mécaniques
/0
<§~m_ /S0) transmissibles
3ddl it . A Qs /s0) W
Rotule - 1 mo:;M( A 0 P1o m ME m
0t P centre de O, 910 10
' : ( liaison avec (s, /s,) ro 0 Zip 0
‘h quelconque A By A By
3rt _ a
3ddl Appui plan m A _>(51/50) W
5 . Normal au plan | | Vms,/sy) Qo :mo <o Jo
tr ) v,YME (¢) N w<mn mvo wio mo Nio
g Vimsys) ¥ =0 | M By M By
1rt
4 ddl Linéaire N mluvﬁ $1/S0)
annulaire 1 axe (A, X), A VxX P10 Uio 0 o0
1tr &£ centre de avec D qi0 O Yo O
4 , 51/S9) 0 Zip O
- < g sphere A @Cm_noHﬁcm A\ T10 By A 10 By
3rt N
4 ddl Linéaire X+ wWy. @
rectiligne Normal au plan (AS1/S0) Plo U10 0 0
2 tr ,, ¥, Droite de N w<mm ‘ q0 0 Yio 0
contact (A, X) <A> 5507 =0 | A 0 wio Jp, AU 0 Nig Jpg
2rt
0,
5 ddl A s W
Ponctuelle Zolwgm: au plan | A (A,S51/50) Pilo 1o 0 0
2tr : v, point de avec (s, /s g0 0 Yio 0
/MU contact A quelconqueet | | "0 Wio g, LU0 0,
31t -~ Vias,/sy)¥ =0
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7. TABLEAU DES LIAISONS NORMALISEES

Torseur cinématique

Nom de la Schéma § Caractéristique Torseur des
ddl . . Schéma plan P N
liaison spatial géométrique o A Ois,/s,) W actions mécaniques
v X Vixs1/50) transmissibles
0ddl
Encastrement VM g 0 0 30 MO
0tr ncastremen € (¢) 3 0 0 Yio My
0rt M M 00 B Z10 Nio Bo
1ddl Glissiere - -
. g 1 direction X 0 0 uy 0 Lo
tr I,ﬂ& » VM € (¢) ul V.% w m WS KS
0rt . M Nwo 10 10 Nwo
1ddl .
0 Pivot 1 axe (A, X) WX pio O X0 0
tr VM e (A, %) 0 m w WS KS
11t M M Bo 10 10 ) g,
1.ddl Hélicoidale A w. X avec p X Py
& 1 axe (A, X) vz (Y P10 35-P10 10 ~72.5-A10
1 tr VM e (A, %) M Vel 0 0 Yo My
1t =2m@ mt 0 0 Bo Zio  Nio g,
2ddl Pivot glissant
. ; 1 axe (A, X) w.x P10 U0 0 0
tr VMe (A, X) V.% w w MS KS
11t M M B, 10 10 ) g,
2 ddl Rotule a doigt 1 point A, (S1/S0)
0 0 0 X10 Lio
0 tr v\.\L centre de >|v avec gio O Yio O
21t ~ liaison Ois, /s, % = 0 A\ 710 0 By Zip O 5y
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