CI-2 : PREVOIR ET VERIFIER LES PERFORMANCES
DYNAMIQUES ET ENERGETIQUES DES SYSTEMES.
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MODELISER-SIMULER-MODIFIER-VALIDER

A la fin de la séquence, un modele de systéme de solides en liaisons isostatiques étant fourni, I’éléve doit étre

e déterminer la forme de la matrice d’inertie d’un solide aux formes géométriques “simples”

e équilibrer un solide

e déterminer les puissances des actions extérieurs et intérieurs d’un mécanisme

e déterminer 'inertie équivalente d’un systéme ramené sur ’arbre moteur
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1. EQUILIBRAGE DYNAMIQUE 2/7

1 Equilibrage dynamique

1.1 Solide en rotation autour d’un axe fixe

\.

[1.1.1 Paramétrage du probleme

v . ) . )
Yo Soit un solide S de forme quelconque, de masse m et de centre d’inertie G

i en liaison pivot supposée parfaite avec un bdti Sy auquel est lié le repére
galiléen RO = (O, 70, ?0, ?0)

La liaison pivot est d’axe (O, Z). Le repére R = (O, X, ¥, Z), lié a S, est choisi,
pour simplifier les calculs, tel que le plan (O, Z, ¥) contienne le point G.

—
(_3—{0,_3—(’):6 et OGZQ.Y-FC.?O
Le solide S étant quelconque, sa matrice d’inertie dans le base B = (X, ¥, Z)

est :

[1.1.2 Bilan des actions mécaniques exercées sur le solide S

A -F -E
I(O,S)=| -F B -D . . .
(©.5) E D C e Les actions de la liaison pivot sont représentées, en O, par le torseur :
B X L
j%o—>5 = Y M
= Z 0
Yo 0 B
e Sur S s’exerce également d’autres actions mécaniques, supposées
X connues, représentée au point O, par le torseur :
o Xg Lg
7 = Yg M
— X0 Ext—>5 E E
z @ 20 o Zg Ng Jg

Lorsque S est la roue d’un véhicule Jy;_,g est constitué par la route, la pesanteur, I’arbre de transmission. ..

[1.1.3 Torseurs cinématique et dynamique

Le mouvement de S par rapport a Sy est décrit par le torseur cinématique suivant :

R S VRN o B )
S/So o 0 G V(O,S/SO)+GO/\Q(S/SO) G a.e.?’

La résultante dynamique est obtenue par dérivation de Vg g/s) dans Ry:

Y(s/Ry) = M- [aV(G,s/so)]Ro =m. [aa.e. 7

— —
Le calcul du moment dynamique est calculé au point O (matrice d’inertie en O et V(g 5/5,) = 0. Ainsi:

b(O,S/SO) = [a G(OJS/SO)]R = [aH(O, S) [Q(S/SO)]]R = [aﬁ (—E x —D. Y+ C. ZO)
0 0

= 0.(-EX-D.7+C.Zy)+6°(D.X-E7)

Ro
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1. EQUILIBRAGE DYNAMIQUE 3/7

d’ou

[1.1.4 Principe fondamental de la dynamique

On applique le principe fondamental de la dynamique au solide S, au point O dans le repére galiléen R:

Dsir, = Fsy-s+ Fxtos
Ao 32 X L Xg Lg
{ B.( E?—Dm;f%&)ié;)(D?—E*) } - { 7 } ’ { 7~ NE }
o 0 y olZ 0 )z ol Ze Ng g
ce qui nous conduit aux 6 équations scalaires: d’ou 'on peut extraire les inconnues de liaisons:
X+Xg = -m.a.0? (1) X = -mab?>-Xg (1)
Y+Yg = ma0 (2) Y = mab-Yg (2')
Z+Zg = 0 (3) Z = -Zg (3")
L+Lg = 0°D-0.E (4 L = 02D-6E-Lz (4)
M+Mg = -02E-0.D (5) M = -02E-6.D-M; (5)
Ng = C.6 (6) N
et I’équation de mouvement: 0 = ?E (6")

[1.2 Equilibrage

[1.2.1 Problématique

Un des problemes essentiels en fabrication est I’équilibrage des solides tournant autour d’un axe fixe. En effet, la
naissance de vibrations mécaniques peut engendrer une détérioration rapide des paliers, un manque de précision
pour 'usinage ou plus simplement créer une géne sonore.

Dans le cas de la roue d’un véhicule que 'on cherche a équilibrer, les actions
mécaniques exercées sur S autres que les actions mécaniques de la liaisons pi-
vot, se résument a l’action gravitationnelle:

]_];:t s = { _m'-g;—’() }: { — _Z/lg?() N }
e G 0 ol (@X +c.Zg) A-m.g.Jy

~m.g.7
o\ —m-g-(a.cos(0). 2 —c. %)

m.g.a

ce qui donne pour I’équation de mouvement (6’): 6 = — .cos(0).

[1.2.2 Conditions d’équilibrage

Pour éviter les vibrations, il faut rendre l’action mécanique dans la liaison entre S et Sy aussi constante que pos-
sible. En particulier, indépendante du mouvement de S par rapport a Sy, c’est a dire de O et O.

D’apres les équations précédentes, ces conditions d’équilibrage nous donnent :
e a=0:le centre d’inertie G est sur 'axe de rotation (O, 7)) (équilibrage statique, car (6") = 0 = 0);

e D =E =0:l'axe de rotation (O, Z) est axe principal d’inertie de S (équilibrage dynamique).
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[1.2.3 Réalisation pratique de 1’équilibrage ]

On remplace S par un solide S’ constitué de S et de deux solides S; et S,,
assimilables a des points matériels P; de coordonnées (x;,y;,z;) dans R et de
masses m, et m, positives (ajout de matiére) ou négative (pergage, enlévement
de matiere).

Dans le cas de I’équilibrage d’un vilebrequin, on effectue des pergages.

Dans le cas des roues de voitures, on ajoute deux masselottes fixées a la
jante de chaque c6té de la roue de rayon r.

Pour permettre a S’ d’étre équilibré statiquement (G’ sur l'axe (O, Z)) et

dynamiquement (D’ = E’ = 0), il convient de déterminer les inconnues >
(mq,x1,v1,21, My, X3,V2,27). La traduction des conditions d’équilibre méne
a:
0G.¥ = 0 0G.7 = 0
m.a+my.xg+myxy, = 0 (1) myy,+mpy, = 0 (2)
D =0 E =0
D+my.y1.z1+mpy0.20 = 0 (3) | E+my.xy.2y +mpxp.2p = 0 (4)

On obtient 4 équations a 8 inconnues (m;, x;,y;,2;), donc une infinité de solutions.

ReMmArQUE : Dans le cas général, une seule masselotte (ou un seul percage) ne suffit pas: si m, = 0 alors
(2) >y, =0et (3) = D =0d’ou contradiction....

D
L’examen de ces conditions dans le cas de I’équilibrage dynamique tan(0;) = E-maz
d’une roue de véhicule conduit a passer en coordonnées cylin- 2
driques. Les huit inconnues sont alors : (7;, 0;, z;, m;). D
my =

Dans ce type d’équilibrage, les masses sont fixées sur le bord de la r-sin(01).(22 - 21)

jante, de chaque c6té de la roue. Les quatre conditions imposées

. . D
sont les valeurs des parameétres (zq,z,,71,7;) avec généralement tan(6,) = Jp——
e —-m.a.z
r1 =, =r. Les quatre derniéres inconnues sont (11, 11,,01,0,). 1
m.a.zy — E

La résolution des équations (1) a (4) donne: my, =

1. COS(ez).(Zz — 2] )

Lycte CarnoT - DijoNn ETABLIR LES EQUATIONS DYNAMIQUES ET ENERGETIQUES MP



2. APPLICATION DU THEOREME DE L’ENERGIE CINETIQUE 5/7

2 Application du théoréeme de I’énergie cinétique

2.1 Présentation d’un réducteur a train d’engrenages simples

\. J

Ve
— Ol Ts O3 —
Ce |—| Cs)

4 X0 = Xg
S2
— —
1 -y o By Sy
[2.1.1 Présentation d’un réducteur a train d’engrenages simples ]

Le schéma ci contre représente un réducteur a train d’engrenage simple avec Z;, Z,, Z3, Z, le nombre de dents
respectivement des engrenages Sy, Sy, Ss.

On nomme k; le rapport de réduction de S; et S; et k;, celui de S, et S5

P Zy 1wy ot k_Zs_ r3 W3
1 = —5 == 2= T o= —

Z, 1 wy Zy 1y wy
Les vitesses de rotation de Sy, S, S3, autour des axes (01, Xy), (O, X), (O3, ¥) sont respectivement
notée wig, wyo et wszg. Le repere Ry est lié a Sy. Les liaisons pivots entre Sy et Sy, S;, S3 sont
considérées comme parfaite.

Les matrices d’inertie, définies aux centres de masse G; = O; , G, = O, et Gz = O3, associées aux
solides Sy, S,, S3 sont toutes de la forme :

On cherche alors a trouver une relation entre C, et C; en

Ai 0 0 appliquant les méthodes énergétiques.
I(O;,S;))=[ 0 B; 0
0 0 Ci 2 On isoleZ:Sl USQUS3 :{51}52}53}
0
[2.2 Bilan des actions mécaniques extérieures a > ]
e Les efforts mécaniques sur l’arbre d’entrée S; du e L’action mécanique de pesanteur est modélisée
réducteur sont modélisés par un torseur couple: par les torseurs :
0 ~my.8.7o
RAts, = {cy} Fos, = { £ }
(o} e =0 G,
e Les efforts mécaniques sur l’arbre de sortie S3 du Fs = —m-g Y0
réducteur sont modélisés par un torseur couple: g7 G, 0
— —
0 _ —ms3.£-Yo
JTMS—>S3 = { C. % } ‘7:-g—>53 - { 6’
0, s+ A0 G;
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e Les efforts appliqués aux solides Sy, S,, S3 par Sy sont modélisés par les torseurs:

=
R(s,is8 = -
Jsgos, = { M, ) avec  M(o,,5,s,)- X0 =0
Ol (OI!SO'_)Sl)
R
So—S XA -
Fyss, = _, (5052) avec  M(o,,5,-5,)- X0 =0
M
0, (02,5¢5,)
R
So—S 3 —
Fyms, = { M (B=5s) } avec Mo, s,s,)- X0 =0
O3 (O3,50+S3)

[2.3 Bilan des actions mécaniques intérieures a ¥

e Les actions mécaniques entre les dents des engrenages sont modélisables par:

Hi,.21, Hy;3.753
‘EIHSZ = { 6’ 'E2—>S3 = 6’
M12 M23

e Comme O; et G; sont confondus et sont fixes, nous pouvons écrire:

—

2(‘:C(SI/R0) = Q(SI/RO)‘(H(OI’SI)[Q(SI/RO)]):Al'w%o

e De la méme maniére nous avons 2.£.(S,/Rg) = A2.w§_O et 2.6.(S3/Ry) = A3.w§0.

[2.4 Calcul de I’énergie cinétique de X

Pour le systeme ¥ = (S1,S,,S3) nous avons:

2.E.(X/Ry) = 2.6, (S1/Rg) + 2.E.(S2/Ro) + 2.E.(S3/Rp) = A3y + Ag.w3y + Az.3

[2.5 Inertie équivalente

. . . w w . N
Les relations sur les vitesses de rotation k; = =20 ot ky = =39 conduisent a:
w10 W20
2.6.(3/Ry) = Apwiy+Arwiy+Azw]
£ (X/Ro) = Arwip+Arwy+Asz.ws

1 2
= AL+ Ar kw2 + Ay kP k2w Ec(X/Ro) = 5 -Jeg- @10

]eq = A1 + A2k12 + A3.(k1.k2)2

Ainsi, ], est I'inertie équivalente ramenée a 'arbre moteur. Cette relation est tres utilisée en asservissement afin
de réduire a un seul bloc, dans un schéma bloc, I’'influence du réducteur sur la fonction de transfert.

[2.6 Calcul des puissances dues aux actions extérieures a ¥

[2.6.1 Puissance développée par le poids

— —>
o , wijo. X . —-m;.g.
Le torseur cinématique au centre de masse étant 75 = { 10,70 } et puisque f;_,s, = { 165 0 }, la
G

0
puissance développée par le poids est Ry, ,5/R,) = Fgs, ® 75 /g, = 0

i

[2.6.2 Puissance développée par les liaisons pivots avec S

Les liaisons étant parfaites la puissance dissipée par celle-ci est nulle.

Xi 0 w;o 0
Rsys)) = Y, M ® 0 054 =0
o Z; N; Ry O, 0 0 Ry

1
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2. APPLICATION DU THEOREME DE L’ENERGIE CINETIQUE 7/7

[2.6.3 Puissance développée sur les arbres d’entrée S, et de sortie S; du réducteur

SO O

C, Wy
Bmss) = { 8 } ® { 8 = Ce.w19
O, Ro O Ro et CS.(.U30 = kl.k2.Cs.(1)10
C

w30
HMSF—’Sa) = { 8 } ® { 8 } = Cs.w3g
03 7?'0 C)3 RO

9

0
0
0
0
0
0

(NN

[2.7 Calcul des puissances dues aux actions intérieures a >

Puissance développée par le contact entre les engrenages S; et S, est nulle en absence de frottement. La liaison
—
est ponctuelle au point M;; et la vitesse V(M,-]-,i/j)-?ij =0

0 0 - Ujpp
351*—)52) = 0 0 ® - V12 =0 Il en est de méme pour P(Szr—>S3) =0
Hy, 0, 0
M, 12 My, Ro

2.8 Théoreme de I’énergie cinétique

d )
358 (2/Ro) = Piy (£) + Pexy (£ 1 /R0 di1.
, ce qui se traduit par: T (E-quwlo =C,.wig+ Cs.kl.kz.wlo)
d'ot qu.wio = Ce + kl.kz.cs

Nous avons ici la relation qui lie les différents parametres d’un réducteur a axe parallele et liaisons parfaites.

REmMARQUE : La relation J,;.w19 = C, + ky1.k,.C; permet de remplacer le réducteur par un modeéle équivalent. Ce
modeéle est trés utilisé lors de 1’étude des réducteurs et de leur influence sur les asservissements.

—
A
CE
—

Ol

Jeg = A1+ Agki + As.(ky.ky)? s,
avec
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