Cl-3:
Prévoir et vérifier les performances cinématiques
des systemes.

Cl-3-3 Déterminer les trajectoires, vitesses et accélérations d'un
point de l'espace ou appartenant a un solide.

Lycée CARNOT - DIJON, 2024 - 2025

Germain Gondor
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Objectifs

Objectifs
MODELISER REPRESENTER

A la fin de la séquence, l'éléve devra étre capable de:

e B1 Choisir les grandeurs physiques et les caractériser

o ldentifier et justifier les hypothéses nécessaires a la modélisation.

e B2 Proposer un modeéle de connaissance et de comportement

o Modéliser la cinématique d'un ensemble de solides.
o Simplifier un modéle de mécanisme.

e C2 Mettre en ceuvre une démarche de résolution analytique

o Caractériser le mouvement d'un repére par rapport a un autre
repére.

o Déterminer les relations entre les grandeurs géométriques ou
cinématiques.
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Sommaire

9 Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation
@ Existence d’'un vecteur instantané de rotation
@ Changement de base de dérivation
@ Propriétés du vecteur rotation
@ Formulation
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Dérivation vectorielle et vecteur instantané de
rotation

Nous cherchons a établir la formule ci-dessous ou 5(51/30) est appelé vecteur rota-
—

tion de R1 par rapport a Rg (R1/Rg). On le note aussi simplement ()(1/0) :

d —> = —
:[a(u)} +Q(Bl/30)/\u
Bo By
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Existence d'un vecteur instantané de rotation

Existence d'un vecteur instantané de rotation

Soit la BOND By = (X1, Y1, Z1) associée au repére R1.

Dérivons la deuxiéme ligne dans R ou plus précisément, dans la base B associée a
Ro:

I =17 = |z =1
¥R =F1.71=7171 =1
¥1.71=71F1=21%1=0
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

z.{%(?l)] R1=0 [%(?1)] =x. V1471
SN 5o By
X1.x1=1
V1.¥1=1 = 2{% (71)] Y1=0 = (xy.xz.¥x0¥2:2x:2y) RS/ [% (71)] =y7. 21 +yx- X1
Bo Bg
1.7 =1
2.[%(?1)] Z1=0 [%(;’1)] =2 %1 +2.71
Bo Bo
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

X1.¥1=1
Y1.Y1=1
7171
?1.71=0
¥1.71=0
2171 =0

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI)

= I(Xy, Xz, Yx: Yz, 2x,2y) € RS/

14| =0
Bg

%(zn} =0
Bo

%(xn} =0
Bg

Cl-3-3 Cinématique du point et du solide

Existence d'un vecteur instantané de rotation

[%(7’1)1 =xy.¥1+x.21
Bo
[3(71)] =yz. 71+ X1
5o
G| =aFityy
dt 1 =2zx.X1+2zy. Y1
Bo
xy +yx =0
yz+zy =0
zx +xz =0
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Ce qui nous conduit a:

$ED] =xF1-2.71
I 1B,
d gDl =y Z1-%.%
dt Y1 =Yz-Z21—Xy-X1
I 1B,
d = _ — —
a(zl) =2Zx. X1 Yz Y1
| 15,
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Existence d'un vecteur instantané de rotation

Ce qui nous conduit & : En posant 5(31/50) =y, X1+z.Y1+ xy.?l
dxyl =x.71-2e71 [ |d (> 3
dt ‘X1 yY1m2x-21 G K| =Qwiys) A %1
15, | 18,
4Gy =y.Z1-x.% d (7 o)
di\Y1 z:41 = Xy- X1 a(yl) Q(Bl/BO)/\Yl
15, | 18,
$E)| =zFi-wy1 | |4z G
de 41 X X17Yz Y1 G ()| =98y A 71
15, | 18,

6(81/80) est appelé vecteur rotation instantanée de la base B par rapport a la base

Année 2024 - 2025 8/95
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Changement de base de dérivation

Changement de base de dérivation

Soit le vecteur T(t) = uy(t). X1 + uy(t).¥1 + uz(t). 21

[%mt»]z%o R T e +Ux(f)[*(71 ]Bo Ty (0] 5 (7D o r)[ ]Bo
[%(ﬂ(r))]gl
- {%(?(r))Ll + (085, 50y A ¥1+ 0y (085, 150y A T1+ 2085, 0) A 71
= {% (ﬂ(r))]Bl + (8, /8g) Mux() %1 +uy ()71 +uz(0).Z1]

w(t)
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Propriétés du vecteur rotation

Propriété d’antisymétrie

Soient les référentiels R et Ry. La formule de changement de base de dérivation
permet d’écrire :

d — _ d —> =g —
[a(U)]BZ_[a(U)L +QBy/8,) A U

1
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Propriétés du vecteur rotation

Propriétés du vecteur rotation

Propriété d’antisymétrie

Soient les référentiels R et Ry. La formule de changement de base de dérivation
permet d’écrire :

d —> _ d —> =g —
[a(u)]Bz—[a(u)L +QBy/8,) A U

1

d — d — = —
et [a(u)] :[a(u)} + Q) AU
By B,
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Propriétés du vecteur rotation

Propriétés du vecteur rotation

Propriété d’antisymétrie

Soient les référentiels R et Ry. La formule de changement de base de dérivation
permet d’écrire :

d —> _ d —> =g —
[a(U)]Bz_[a(U)L +QBy/8,) A U

1

d — d — = —
et [a(u)] :[a(u)} + Q) AU
By B,

La somme de ces deux équations se met sous la forme:: [6(32/31) + 5(31/32)]/\ T=0
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Propriétés du vecteur rotation

Propriétés du vecteur rotation

Propriété d’antisymétrie

Soient les référentiels R et Ry. La formule de changement de base de dérivation

permet d’écrire :

d d —>
—(U)] =[—(U)} By A T
[dt 5, dt 5, (1 2)

d — d — = —
et [a(u)] :[a(u)} + Q) AU
By B,

La somme de ces deux équations se met sous la forme:: [6(32/31) + 5(31/32)]/\ g

—

Cette relation étant vraie YU, il apparait alors que 6(52/31) =-0Q(p,/8,)-
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Propriétés du vecteur rotation

Propriétés du vecteur rotation

Propriété d’antisymétrie

Soient les référentiels R et Ry. La formule de changement de base de dérivation

permet d’écrire :

d d —>
—(U)] =[—(U)} By A T
[dt 5, dt 5, (1 2)

d — d — = —
et [a(u)] :[a(u)} + Q) AU
By B,

La somme de ces deux équations se met sous la forme:: [6(32/31) + 5(31/32)]/\ g

—

Cette relation étant vraie YU, il apparait alors que 6(52/31) =-0Q(p,/8,)-

—

VBiIBjI Q(Bz/Bl) = _Q(Bl/BZ)

Ainsi
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Propriétés du vecteur rotation

Composition des vecteurs instantanés de rotation

Soient les référentiels Rg, R1 et R>. La formule de changement de base de dérivation

permet d’écrire :

—d — ] ] ~ —

a(u) = a u) +Q(BI/BO) AU (1)

L -BQ - 'Bl

—d — ] -d — ] ~ —

a(u) = |x a)| + By AU (2)
1B, L 1B,

d — ] -d — ] p=q —

a(u) = a U) +Q(BZ/BO) AU (3)

L 1Bo L 1B;

Année 2024 - 2025 11/95
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Propriétés du vecteur rotation

Composition des vecteurs instantanés de rotation

Soient les référentiels Rg, R1 et R>. La formule de changement de base de dérivation

permet d’écrire :

[d ] [d ] .3 ~

a(u) = a u) +Q(BI/BO) AU (1)

L -BQ - 'Bl

—d _)“ -d —>- ~ —

a(u) = |x a)| + By AU (2)
1B, L 1B,

d —>‘ -d —>- p=q —

3¢ (4) = | (D +Qsso) AU 3)

L 1Bo L 1B;

En effectuant (1)+(2)—(3), il vient : [6(31/30) + 6(32/31) —6(32/50)] AT = 6

Année 2024 - 2025 11/95
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Propriétés du vecteur rotation

Composition des vecteurs instantanés de rotation

Soient les référentiels Rg, R1 et R>. La formule de changement de base de dérivation

permet d’écrire :

dt

d
3t (

d
3t (

)

)

Bo

By

)

Bo

a u) +Q(BI/BO) AT (1)
L B1
[ d — ] ~ —

= a u) +Q(Bz/31) AU (2)
] 18,
[ d _, ~ —

= | (D +Qsso) AU 3)
| 15,

En effectuant (1)+(2)—(3), il vient : [6(31/30) + 6(32/31) —6(32/50)] AT = 6

Cette relation étant vraie VU, la composition des vitesses se traduit par :
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Formulation

Soient deux bases Bg et 31 ayant un vecteur commun. Prenons par exemple Z1 = Zg.
La base B1 peut alors étre repéré dans la base By par l'angle 0(t) :
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Formulation

Formulation

Soient deux bases Bg et 31 ayant un vecteur commun. Prenons par exemple Z1 = Zg.
La base B1 peut alors étre repéré dans la base By par l'angle 0(t) :

vy Yo
o(t
—
X1
o(t)
X0
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Formulation

Formulation

Soient deux bases Bg et 31 ayant un vecteur commun. Prenons par exemple Z1 = Zg.
La base B1 peut alors étre repéré dans la base By par l'angle 0(t) :

v
o(t
-
X1
o(t)
X0

EHOE

(Ro71) = 0(t) X1 cos(t). Xo +sin0(t). Yo
oy — o T = sin0(0)Fo+cos0()Fo
o7 1 = 2o
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Formulation

Sous forme matricielle, la matrice de changement de base de B1 a Bp Mg, 53, est:

cosO(t) sinO(t) O
Mg, B, =| —sinO(t) cosO(t) O
0 0 1
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Formulation

Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Formulation

Sous forme matricielle, la matrice de changement de base de B1 a Bp Mg, 53, est:

cosO(t) sinO(t) O
Mg, B, =| —sinO(t) cosO(t) O
0 0 1

cosB(t) -—sinB(t) O
sinB(t) cosB(t) O

_1 _ _
Mg, B, = MBoB; =
0 0 1

et

Cl-3-3 Cinématique du point et du solide Année 2024 - 2025 13/95
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Formulation

Or, les dérivées des vecteurs X7 et y7 valent:
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Formulation

Or, les dérivées des vecteurs X7 et ¥ valent:

=Q(B,/By) A Y1
Bg

=Q(B,/B,) A X1 et [% (Y1)
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Formulation

Formulation

Or, les dérivées des vecteurs X7 et ¥ valent:

% (Y1)| =QB/B)AY1
By

En reprenant les expressions de X7 et y1 dans Bg, on obtient :

[% (71)] :Q(Bl/BO)/\71 et
Bo

[3(71)] _ d(co;te(t))yﬁd(siré?(t))yo
Bo

= —6.sin6(t). %o + O.cosO(t). Yo
0. [~sin e(t).?o —+ cos 9(1‘).70] = 671

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI)
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Formulation

Ainsi 671 = 6(31/30) A ?1, ce qui implique que 6(31/30) n'a pas de composantes sur
-
Y1
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Formulation

Formulation

Ainsi 671 = 6(31/30) A 71, ce qui implique que 6(31/30) n'a pas de composantes sur
Y1

d(sin0(t)) . dlcosOt))

3 1) dt dt

By
= —0.cosO(t).Xo - 6.sinO(t).¥o
= —0.[cosO(t).Xo +sinB(t).Yo] = -0.X1
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Formulation

Formulation

Ainsi 671 = 6(31/30) A 71, ce qui implique que 6(31/30) n'a pas de composantes sur
Y1

B d(—si;te(t))yﬁd(co;t@(t))yo

= —0.cosO(t).Xo - 6.sinO(t).¥o
= —0.[cosO(t).Xo +sinB(t).Yo] = -0.X1

Ainsi —9.71 = (_5(31/30) AY1, ce quiimplique que 6(31/30) n‘a pas de composantes sur
1.
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Formulation

2 = —
ILen résulte que O, /5,) = A.Z1. Or:

—

9 7 _}Q(Bl/BO) A ?1 = )\.?1 A 71 = X.Yl
1 Q(Bl/Bo)/\-)—;l :)\.?1 /\71 :—X.T()l
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation

Formulation

2 = —
ILen résulte que O, /5,) = A.Z1. Or:

—

9 7 _}Q(Bl/BO) A ?1 = )\.?1 A 71 = X.Yl
1 Q(Bl/Bo)/\-)—;l :)\.?1 /\71 :—X.T()l
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Formulation

Formulation

Il en résulte que 6(31/30) =)7Z7.0r:

0. _7 (B1/Bo) A 71 =\ ?]_ A 71 = X.Yl donc Q(Bl/BO) = e(t).?l
- )_(>1 (51/50)/\y1 =\ Zl/\.Y1 —X.?l

En conclusion, lorsque deux bases Bg et B1 ont un
vecteur commun, le vecteur rotation instantanée
0(31/30) est porté par ce vecteur et sa composante
est la dérivée de langle (positive dans le sens
direct) qui repére la position de la base B par
rapport a la base By (B1/Bp).
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Formulation

Formulation

Il en résulte que 6(31/50) =)7Z7.0r:

0. _7 ﬁ(Bl/Bo) A 71 =\ ?]_ A 71 = X.Yl donc Q(Bl/BO) = e(t).?l
- )_(>1 (Bl/BO)Ayl =\ Zl/\.V1 —X.?l

En conclusion, lorsque deux bases Bg et B1 ont un )7? ?8

vecteur commun, le vecteur rotation instantanée ot

((B,/B,) €st porté par ce vecteur et sa composante

est la dérivée de langle (positive dans le sens X1

direct) qui repére la position de la base B par

rapport a la base By (B1/Bg). o(t) _,
— X0
z (Do
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Dérivation vectorielle et vecteur instantané de rotation Formulation

Formulation

Il en résulte que 6(31/50) =)7Z7.0r:

—

(61/30)/\71 :)\?1 /\71 :X_Vl
(81/50)/\)/1 =AZ1AY1 =A%

é

|
51’ k<¢

En conclusion, lorsque deux bases Bg et B1 ont un
vecteur commun, le vecteur rotation instantanée
Q(BI/BO) est porté par ce vecteur et sa composante
est la dérivée de langle (positive dans le sens
direct) qui repére la position de la base B par
rapport a la base By (B1/Bp).

Q(B,/8,) = 0(1)-Z1

donc
yf Y0
o(t
—
X1
0(t) =
—
EHOF

En mécanique, on compose trés souvent ce type de repérage (mouvement de rotation
autour d’un axe). Il suffira alors pour formuler le vecteur rotation d'utiliser la propriété

précédente et la composition des vecteurs rotation.
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Cinématique du point

Sommaire

e Cinématique du point
@ Vecteur vitesse d’un point
@ Vecteur accélération d’un point
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Cinématique du point Vecteur vitesse d’'un point

Vecteur vitesse d'un point

DEFINITION : Vecteur vitesse

On appelle vitesse de M a linstant t dans le repére R(O, B)

Vowrm) = [%(Wm)]
B

REMARQUES :
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Cinématique du point Vecteur vitesse d’'un point

Vecteur vitesse d'un point

DEFINITION : Vecteur vitesse

On appelle vitesse de M a linstant t dans le repére R(O, B)

Vowrm) = [%(Wm)]
B

REMARQUES :

e Lorigine O du repére R est importante.
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Cinématique du point Vecteur vitesse d’'un point

Vecteur vitesse d'un point

DEFINITION : Vecteur vitesse

On appelle vitesse de M a linstant t dans le repére R(O, B)

Vowrm) = [%(Wm)]
B

REMARQUES :
e Lorigine O du repére R est importante.

e La vitesse s’exprime en “m/s”.
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Cinématique du point Vecteur vitesse d’'un point

Vecteur vitesse d'un point

DEFINITION : Vecteur vitesse

On appelle vitesse de M a linstant t dans le repére R(O, B)

Vowrm) = [%(Wm)]
B

REMARQUES :

e Lorigine O du repére R est importante.

e La vitesse s’exprime en “m/s”.

[dt(OM(t))} = [%(x(t).?-{-y(t).?—i—z(t).?)
B

dx , dy ., dz _,
—_— - Z

B
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Cinématique du point Vecteur vitesse d’'un point

Exemple

2y Y
0

g

0. -

X

4O,
QI\—/i =R.€, =R.cos(6).X + R.sin(6).y et
Q5,0p18) = 0-€ 2
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Cinématiq point

Exemple
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Cinématique du point

Exemple

e SiR est constant:

V(M/R) = —R.0.sin(0).X +R.0.cos(0).Y =R.0.€¢
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Cinématique du point

Exemple

e SiR est constant:

V(M/R) = —R.0.sin(0).X +R.0.cos(0).Y =R.0.€¢

+ Q(Bap/5) A R-Er
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Cinématique du point

Exemple

e SiR est constant:

V(M/R) = —R.0.sin(0).X +R.0.cos(0).Y =R.0.€¢

+ Q(Bap/5) A R-Er

= 0.€,AR.€, =R.6.€9
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Cinématique du point Vecteur vitesse d’'un point

Exemple

e SiR est constant:

V(M/R) = —R.0.sin(0).X +R.0.cos(0).Y =R.0.€¢

+ Q(5,00/8) A R-Er

= 0.€,AR.€, =R.6.€9

e Si R n'est pas constant :

V(M/R) =

d - ~ —
E(R(t).er)] +Q(Bmob/B)/\R(t)-er

Bmob
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Cinématique du point Vecteur vitesse d’'un point

Exemple

e SiR est constant:

V(M/R) = —R.0.sin(0).X +R.0.cos(0).Y =R.0.€¢

+ Q(5,00/8) A R-Er

= 0.€,AR.€, =R.6.€9

e Si R n'est pas constant :

d - ~ —
a(R(t).er) —I—Q(Bmob/B)AR(t).e,—

Bmob

V(M/R)

— —

= RZ +0.8,ARE,
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Cinématique du point Vecteur vitesse d’'un point

Exemple

e SiR est constant:

V(M/R) = —R.0.sin(0).X +R.0.cos(0).Y =R.0.€¢

+ Q(5,00/8) A R-Er

= 0.€,AR.€, =R.6.€9

e Si R n'est pas constant :

d N
L R®2)

+Q(Bmob/B) AN R(t).gr
Bmob
= RZB +0.2,ARZE,
R.€,+R.0.€g

V(M/R)
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Cinématique du point Vecteur vitesse d’'un point

Exemple

e SiR est constant:

V(M/R) = —R.0.sin(0).X +R.0.cos(0).Y =R.0.€¢

+ Q(5,00/8) A R-Er

= 0.€,AR.€, =R.6.€9

e Si R n'est pas constant :

d - ~ —
a(R(t).er) —I—Q(Bmob/B)AR(t).e,—

Bmob
= RE +0.€,ARE,
R.€,+R.0.€g

V(M/R)

PROPRIETE : Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire :

OM(t + dt) — OM(t) i M(OM(t + dt)

v — lim -
(M/R) = 150 dt dt0 dt
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(O I EGISIENC VRS aN  Vecteur accélération d'un point

DEFINITION : Accélération

On appelle accélération de M par rapport a R(O, B)

— d?[—
Vur)| = = OM
B B

d(Mm/R) = % (

REMARQUE :
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(O I EGISIENC VRS aN  Vecteur accélération d'un point

DEFINITION : Accélération

On appelle accélération de M par rapport a R(O, B)

— d?[—
Vur)| = = OM
B B

d(Mm/R) = % (

REMARQUE :

e Lorigine du repére O est importante.
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(O I EGISIENC VRS aN  Vecteur accélération d'un point

DEFINITION : Accélération

On appelle accélération de M par rapport a R(O, B)

— d?[—
Vur)| = = OM
B B

d(Mm/R) = % (

REMARQUE :
e Lorigine du repére O est importante.

e L'accélération s’exprime de m/s2.
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Cinématiq point

Exemple
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Cinématique du point

Exemple
e SiR estconstant: é.?z
——
d(m/R) 3 (RO 6)] =g (RO GG)L +O(5,,0/5) A R-6.B0)
mob
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Cinématique du point

Exemple
e SiR estconstant: é.?z
——
Aumr) = |3 (R G.ee)] =g (RO ee)L + O(Bop/8) M R-0.20)
mob
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(O I EGISIENC VRS aN  Vecteur accélération d'un point

Exemple
e SiR estconstant: 0.8,
Zmmr) = a(R.e.ee) . a(Re.ee) ] +Q(5,,,/8) M R.0.€0)
mob

= R.O.Bg-R.6%.2,
e SiR nest pas constant :

a(m/R) [%(R(t).?r+R(t).é.39)]

B
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(O I EGISIENC VRS aN  Vecteur accélération d'un point

Exemple
e SiR est constant: é.?z
d d
E>(M/R,) = [a(Rege):I = a(RGE’g) +Q(Bmob/B)A(Re ee)
B Bmob
= R.6.39-R.6%.2,

e SiR nest pas constant :

dmm) = a(R(t).er—{—R(t).e.ee)

B

d . . . o L
[a(R(t).er—&—R(t).e.ee)] +Q,,,/8) M (R(t). € +R(1).0.€¢
Bmob
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(O I EGISIENC VRS aN  Vecteur accélération d'un point

Exemple
e SiR estconstant: 0.8,
Fmmr) = a(R.e.ee) B: a(R.e.ee) . +0(5,,,,/8) N R-6.€0)
mob

= R.6.39-R.6%.2,

e SiR nest pas constant :

ARy = [% (R(t). €+ R(t).é.é’e)]
B

d . . a o L
= [a(R(t).er—&—R(t).e.ee)] +Q,,,/8) M (R(t). € +R(1).0.€¢

Bmob
dR(t) o d(R(t).6)

= gty Co+0.8; A(R(t).€r +R(t).0.€6)

= R(t).2,+[R(t).0+R(t).8]. 8o +0.(R(t). €g - R(t).0.2)

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI) | CI-3-3 Cinématique du point et du solide Année 2024 - 2025 22/95



(O I EGISIENC VRS aN  Vecteur accélération d'un point

Exemple
e SiR estconstant: 0.8,
Fmmr) = a(R.e.ee) B: a(R.e.ee) . +0(5,,,,/8) N R-6.€0)
mob

= R.6.39-R.6%.2,

e SiR nest pas constant :

ARy = [% (R(t). €+ R(t).é.é’e)]
B

d . . a o L
= [a(R(t).er—&—R(t).e.ee)] +Q,,,/8) M (R(t). € +R(1).0.€¢

Bmob
dR(t) o d(R(t).6)

= gty Co+0.8; A(R(t).€r +R(t).0.€6)

= R(t).2,+[R(t).0+R(t).8]. 8o +0.(R(t). €g - R(t).0.2)

3(M/R) = (k—R.éz).gr+(R.é+Z.R.é).ge
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Cinématique du solide indéformable IEBITTiETe]yF

Cinématique du solide indéformable

Définition

DEFINITION : Solide indéformable

Un solide indéformable est un ensemble de points animés d’un mou-
vement de corps rigide.

RAPPEL A tout solide indéformable on peut associer un repéere et donc un référentiel.

Dans la suite, nous désignerons par solide, un solide indéformable, l'étude des
déformations étant hors programme en MP2I - PCSI & MPSI et MP & PSI.
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Cinématique du solide indéformable BRIl AITER=RTT K6 ITe [

Point lié a un solide

SO|t un solide S de repere associé R(O,X,y,Z) . Soit A un point tel que
OA = XA.-X +YA.Y +2z4.Z. On dit que A est lié 3 S si et seulement si x4, ya et
zp sont des constantes. On note A € S (A appartenant & S).

REMARQUE : Il faut faire attention a cette notion de point attaché a un solide.
Les deux solides S1 et Sy sont en contacten /. /1 € S1 et [> € Sy. S1 et Sy tournent
tous les deux autour de l'axe x. At =0, /, I et I> sont confondus. At >0, | ne bouge

pas, I1 et I> bougent.

Avec cette définition, un point peut matérialiser 'espace. C'est le ” point matériel ”
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Cinématique du solide indéformable
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Cinématique du solide indéformable

Equiprojectivité du champ des vitesses d’'un solide

PROPRIETE : Soient A et B deux points liés & un solide S de repére associé R(O, B). On
aalors

—

— — —
V(B,s/R)-AB =V (a,s/R)-AB
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Cinématique du solide indéformable Equiprojectivité du champ des vitesses d'un solide

Equiprojectivité du champ des vitesses d’'un solide

PROPRIETE : Soient A et B deux points liés & un solide S de repére associé R(O, B). On
a alors

a=d

— — —
V(B,s/R)-AB = V(a,s/R)-AB

Le champ de vitesses des points d'un solide est équiprojectif.

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI) | Cl-3-3 Cinématique du point et du solide Année 2024 - 2025 27/95



Cinématique du solide indéformable

DEMONSTRATION :Le solide S étant indéformable, Y A,B € S, les coordonnées de A et
celle de B sont constante au cours du temps dans R. Donc :
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Cinématique du solide indéformable Equiprojectivité du champ des vitesses d'un solide

DEMONSTRATION :Le solide S étant indéformable, Y A,B € S, les coordonnées de A et
celle de B sont constante au cours du temps dans R. Donc :

cte

—
|72

— ABAB = cte?
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Cinématique du solide indéformable Equiprojectivité du champ des vitesses d'un solide

DEMONSTRATION :Le solide S étant indéformable, Y A,B € S, les coordonnées de A et

celle de B sont constante au cours du temps dans R. Donc :

—>

|25

— AB.AB

d —> —>

= 2 —(AB) AB
dt 5

cte

cte
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Cinématique du solide indéformable Equiprojectivité du champ des vitesses d'un solide

DEMONSTRATION :Le solide S étant indéformable, Y A,B € S, les coordonnées de A et
celle de B sont constante au cours du temps dans R. Donc :

.
|25

— AB.AB

d —> —>

= 2 a(AB) B.AB

d — d  — —>
a(Ao) B+ a(OB) ] AB
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Cinématique du solide indéformable Equiprojectivité du champ des vitesses d'un solide

DEMONSTRATION :Le solide S étant indéformable, Y A,B € S, les coordonnées de A et
celle de B sont constante au cours du temps dans R. Donc :

-
]

= AB.AB

= 2| $(aB) B./ﬁ

d — d  — —>
( a(Ao) + a(OB) ] AB

—

= (—V(A/R) + V(B/R))'A
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Cinématique du solide indéformable Equiprojectivité du champ des vitesses d'un solide

DEMONSTRATION :Le solide S étant indéformable, Y A,B € S, les coordonnées de A et
celle de B sont constante au cours du temps dans R. Donc :

-
]

= AB.AB

= 2| $(aB) B./ﬁ

d — d  — —>
( a(Ao) + a(OB) ] AB

= (_V(A/R) +V(B/R))A—B>
= (_V(A,S/R) + V(B,S/R))-/ﬁ
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Cinématique du solide indéformable

Interprétation géométrique
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Cinématique du solide indéformable

Torseur cinématique

PROPRIETE :
Comme le champ des vitesses d’'un solide est équiprojectif, c’est également un champ
de moments. Ainsi, il existe un vecteur qui dépend de S et de R, noté Q(S/R)f tel que :
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Cinématique du solide indéformable RN elp I ETHLe (VTS

Torseur cinématique

PROPRIETE :
Comme le champ des vitesses d’'un solide est équiprojectif, c’est également un champ
de moments. Ainsi, il existe un vecteur qui dépend de S et de R, noté Q(S/R): tel que :

V(A,B)ESZ V(B,S/R): V(A,S/R)+BA /\Q(S/R)
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Cinématique du solide indéformable RN elp I ETHLe (VTS

Torseur cinématique

PROPRIETE :
Comme le champ des vitesses d’un solide est équiprojectif, c’est égale_r)nent un champ
de moments. Ainsi, il existe un vecteur qui dépend de S et de R, noté Q(S/R)’ tel que :

Y(A,B)eS?  V(gs/r)=V(as/r)+BANO(s/R)

Ce vecteur est appelé vecteur instantané de rotation de S par rapport a R. Comme le
champ des vitesses d’un solide est un champ de moments, il est représentable par un

torseur.
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Cinématique du solide indéformable [REeIES =N Tel [Ty ETie (IS

Torseur cinématique

PROPRIETE :
Comme le champ des vitesses d’'un solide est équiprojectif, c’est égale_r)nent un champ
de moments. Ainsi, il existe un vecteur qui dépend de S et de R, noté Q(S/R)’ tel que :

2 — — — =
V(A,B)ES V(B,S/R): V(A,S/R)+BA AQ(S/R)

Ce vecteur est appelé vecteur instantané de rotation de S par rapport a R. Comme le
champ des vitesses d’un solide est un champ de moments, il est représentable par un
torseur.

DEFINITION : Torseur cinématique

Le champ des vecteurs vitesses des points du solide S dans son mou-
vement par rapport au repére R est représ_gntable, au point A, par le

s/r) }

torseur cinématique de S/R "%/R = {
A\ Vias/r)
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Cinématique du solide indéformable

Torseur cinématique

(s/r)

% =
S/R .\ Viasr)
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Cinématique du solide indéformable

Torseur cinématique

(s/r)

% =
S/R .\ Viasr)

REMARQUES :
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Cinématique du solide indéformable

Torseur cinématique

o]
g _ | sy }
S/R A{ V(A,5/R)

REMARQUES :

e Le torseur cinématique est défini a tout instant
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Cinématique du solide indéformable

Torseur cinématique

N
o { s/r) }
SR =
R\ Viasr)
REMARQUES :
e Le torseur cinématique est défini a tout instant

° 6(5/73) est appelé la résultante du torseur
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Cinématique du solide indéformable

Torseur cinématique

o]
g _ | sy }
S/R A{ V(A,5/R)

REMARQUES :
e Le torseur cinématique est défini a tout instant

° 6(5/73) est appelé la résultante du torseur

° V(M,S/R) est appelé le moment du torseur en M
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Cinématique du solide indéformable RN elp I ETHLe (VTS

Torseur cinématique

o { s/r) }
SR =
R\ Viasmr)
REMARQUES :
e Le torseur cinématique est défini a tout instant

—

e ((s/R) estappelé la résultante du torseur

° V(M,S/R) est appelé le moment du torseur en M

Les liaisons cinématiques normalisées autorisent différents degrés de libertés. Pour
deux solides 1 et O liés par une liaison normalisée, en exprimant le torseur cinématique
du mouvement du solide 1 par rapport a un solide O en un point idéalement choisi, la
forme de ce torseur devient caractéristique de la liaisons.
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Encastrement
Torseur cinématique
Schéma . Caractéristique
ddl spatial Schéma plan géomeétrique (—5
Y0 = { _54(S1/%0) }
X\ Vxsi/so)

L

YM € (¢)

0 0
0 0
0 0
M Bo
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. N
Glissiere
Torseur cinématique
ddl SChél..na Schéma plan Catacté)risltique
spatial géométrique 6
Y, o = { O(s1/s0) }
x\ V(xsi/s0)

1 dd|

1tr

1 direction X
VM € (g)

Nt 0 upg
(51 ] e v
M M Bo
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Pivot

Torseur cinématique
ddl SChél..na Schéma plan Catacté)risltique
spatial géométrique 6
Y, o = {q(sl/So) }
X\ Vixsi/so)
lad )&j laxe (A, %) { 0% } { P9 }
v Ee T
otr - Me(. %) ml © U0 0 g
1rt
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Cinématique du solide indéformable

Torseur cinématique
L) .
Hélicoidale
Torseur cinématique
ddl SChél..na Schéma plan Catacté)risltique
spatial géométrique 6
Y, o = { Ssso)
X (X,S1/S0)
ey i, . X
1dd 1axe (A, X) M{ V.X }avec P10 %'plo
! IMe (A, %) Vo P S 5
1tr : =2n® m' 0 0 B
1rt

0
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Cinématique du solide indéformable [REeIES =N Tel [Ty ETie (IS

Pivot glissant
Torseur cinématique
ddl SChél..na Schéma plan Catacté)risltique
spatial géométrique 6
Y, o = { O(s1/s0) }
X\ Vixsi/so)

2dd /é/‘n 1axe (A, X) { 0. %X } { PE)O “60 }

1w - YME(AX) ml VX S0 0 g
1rt
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Cinématique du solide indéformable [REeIES =N Tel [Ty ETie (IS

N .
Rotule a doigt
Torseur cinématique
ddl SChél..na Schéma plan Catacté)risltique
spatial géométrique 6
Y, o = { O(s1/s0) }
X\ Vixsi/so)
s S51/S
2dd P 1 point A, { ( JO-> 0) 0 0
~ centre de A avec q10 8
0 tr z liaison = _ rno
Osy/sp) ¥ =0 | A Fo
2rt
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Cinématique du solide indéformable [REeIES =N Tel [Ty ETie (IS

Rotule

Torseur cinématique
ddl Schéma Schéma plan Cal:acté'ris.tique
spatial géomeétrique (—5
%0 = { _H(S1/50) }
x\ V(xs1/50)
I O(s1/50)
3dd - 1 point A, A 0 pig O
A y centre de avec O 910 0
0tr : liaison (51/50) ro 0 B
quelconque A 0
3rt
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Cinématique du solide indéformable [REeIES =N Tel [Ty ETie (IS

Appui plan

Torseur cinématique
Schéma . Caractéristique
adt spatial Schéma plan géométrique 6
70 = { _54(S1/50) }
x\ Vi(xs1/50)
Q(sy/5 }
_,(51/%0)
3dd _L Normal au ol M{ V(M,51/50) 0 up
- ptan avec a10 2)
,YM € (& v - _
Str ; y (8) V(Mlsl/so)'y = M 5 w10 Jp
0
Irt
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Cinématique du solide indéformable [REeIES =N Tel [Ty ETie (IS

Linéaire annulaire

Torseur cinématique
ddl Schéma Schéma plan Cal:acté:ris.tique
spatial géométrique 6
%, o = { s1/s0) }
x\ V(xs1/50)
N { Y(s1/50) }
4 dd| laxe (A, X), A VY P10 ug)o
¥ centre de avec O, q10

1tr sphéere A (S1/50) rno 0 B

quelconque A q
3rt
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Cinématique du solide indéformable

Linéaire rectiligne

Torseur cinématique

Schéma

adt spatial

Schéma plan

Caractéristique
géométrique

Torseur cinématique

—

Y, o = { Os1/0)
V(X,S;[/So)

|

Normal au plan
Y, Droite de
contact (A, X)

=2 =

{ Wx. X +wy. Y
v,

A (A,51/50) P10
s avec N q 0
Vias1/50) 7 = y

0 A

ubo

w10

e
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Cinématique du solide indéformable [REeIES =N Tel [Ty ETie (IS

Ponctuelle
Torseur cinématique
Schéma . Caractéristique
ddl spatial Schéma plan géométrique =g

Q(sy/5
70 = {_,(1 0)

|

Normal au plan
>
Y, point de
contact A

V(X,51/S0)
{ _O(s1/50) }
A

V(A,51/50)
g P10
avec (g, /50y { a0
v}quelconque et ro

v V=
(AS1/50) Y =
0

ubo

w10

2
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Cinématique du solide indéformable

Champ de vecteur accélération d'un solide
PROPRIETE :

Soient A et B deux points d'un solide S.
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Cinématique du solide indéformable

Champ de vecteur accélération d'un solide
PROPRIETE :

Soient A et B deux points d'un solide S.

+6(S/R) A (6(5/7@) /\A—))

— — — d >
AB,s/R) = A(a,s/R) T BA A [a (Qs/ry)
R
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(O S EGTS R TESCI T EANGE I EGIEM  Champ de vecteur accélération d'un solide

Champ de vecteur accélération d'un solide

PROPRIETE :
Soient A et B deux points d'un solide S.

—

— — d >
A(B,s/R) = A(A,s/R) T BAA [a (Q(S/R))

+ Q(S/R) A ( (s/R) A T)
R

DEMONSTRATION :

— d d
AB,s/R) = [a Vism))| = d_(V(AS/R)+BA/\Q(S/R))
R R
d d — —> — d
= [a V(AS/R +[d_(B ) AQ(S/R)+BAA d—(Q(S/R))
R R R
= A(A,S/R)+ T S+Q(5/R)/\BA /\Q(S/R)+BA/\ a(Q(S/R))

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI) | Cl-3-3 Cinématique du point et du solide Année 2024 - 2025 43/95



(O S EGTS R TESCI T EANGE I EGIEM  Champ de vecteur accélération d'un solide

Champ de vecteur accélération d'un solide

PROPRIETE :
Soient A et B deux points d'un solide S.

—

— — d >
A(B,s/R) = A(A,s/R) T BAA [a (Q(S/R))

+Q(S/R) /\( (S/R) /\AB)
R

DEMONSTRATION :

> d d
ABsr) = [a(V(Bsxvz))R: d—(V(AsmﬁBAAQ(sm))R
d - d = _ — [d
= [a(V(A,S/R))R [d—(B )RAQ(S/R)+BAA d—(Q(S/R))R
= A@,smr)t +(s/r) ABA /\Q(S/R)JFBA/\[a(Q(S/R))
s

CONSEQUENCE : Le champ d’accélération d’un solide n‘est pas un champ de torseur.
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Composition de mouvement

Sommaire

e Composition de mouvement
@ Composition des vitesses pour le point
@ Composition des vitesses pour le solide
@ Fermeture cinématique
@ Vitesse de glissement
@ Définition d’un repére par rapport a un autre repére
@ Liaisons cinématique équivalente
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Composition de mouvement

Composition des vitesses pour le point

PropRrIETE :Soient Ro(Og, Bg) et R1(01,B1) deux référentiels et A un point.
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Composition de mouvement

Composition des vitesses pour le point

PropRrIETE :Soient Ro(Og, Bg) et R1(01,B1) deux référentiels et A un point.

V(a/ro) = V(a/Ry) T V(A R1/R0)

Alors
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Composition des vitesses pour le point
Composition des vitesses pour le point

PropRrIETE :Soient Ro(Og, Bg) et R1(01,B1) deux référentiels et A un point.

v =V +V
Alors (A/Ro) (A/R1) (AR1/Ro)

DEMONSTRATION :

— d o
Viarrg) = {a(OOA)

Ro
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Composition des vitesses pour le point
Composition des vitesses pour le point

PropRrIETE :Soient Ro(Og, Bg) et R1(01,B1) deux référentiels et A un point.

v =V +V
Alors (A/Ro) (A/R1) (AR1/Ro)

DEMONSTRATION :

— d o
Viarrg) = {a(OOA)

Ro
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Composition des vitesses pour le point
Composition des vitesses pour le point

PropRrIETE :Soient Ro(Og, Bg) et R1(01,B1) deux référentiels et A un point.

v =V +V
Alors (A/Ro) (A/R1) (AR1/Ro)

DEMONSTRATION :

- d
V(A/Ro) = a(OOA) = 3(0001) + d—(OlA)
Ro Ro Ro
\7(01/730)4— dt(olA) +6(R1/R0)/\OIA
R1
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Composition des vitesses pour le point
Composition des vitesses pour le point

PropRrIETE :Soient Ro(Og, Bg) et R1(01,B1) deux référentiels et A un point.

v =V +V
Alors (A/Ro) (A/R1) (AR1/Ro)

DEMONSTRATION :

R d d,— d

Viarre) = |q;(00A) L 4; (0001) . +| 5 (014) .
0 0 0

— d e —> e

Viowre) | i (O1A) | +Ory/re) A OLA

R1

V(01,R1/Ro) + O(R1/Ro) A O1A +| 1 (O14)
R1
— |

V(AR1/Ro) Voms)

A/Rq
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Composition de mouvement Composition des vitesses pour le point

DErFiNnITION : Composition des vitesses

o V(a/rgy) est appelée vitesse absolue.

e V(a/r,) est appelée vitesse relative.

<o <I

* V(aRri/R,) €St appelée vitesse d’entrainement. Le point A est
attaché 4 R, de maniére instantanée. C'est un point coincidant.
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Composition de mouvement

Composition des vitesses pour le solide

PROPRIETE :
Soient Rg, R1 et R trois référentiels et A un point.
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Composition de mouvement

Composition des vitesses pour le solide

PROPRIETE :

Soient Rg, R1 et R trois référentiels et A un point.

Alors V(AR:/Ro) = V(ARR) T V(AR/Ro)
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Composition de mouvement Composition des vitesses pour le solide

Composition des vitesses pour le solide
PROPRIETE :

Soient Rg, R1 et R trois référentiels et A un point.

Alors V(AR2/Ro) = V(ARYR1) T V(ARI/Re)

DEMONSTRATION :

V(AR/Re) = V(arre) =V (A/R2)
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Composition de mouvement Composition des vitesses pour le solide

Composition des vitesses pour le solide
PROPRIETE :

Soient Rg, R1 et R trois référentiels et A un point.

Alors V(AR2/Ro) = V(ARYR1) T V(ARI/Re)

DEMONSTRATION :

V(AR/Re) = V(arre) =V (A/R2)
—

—

= V(a/re) - V(A/Rl) + V(A/Rl) - V(a/r,)

— —
V(A R1/Ro) V(AR/Ry)
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Composition de mouvement Composition des vitesses pour le solide

Composition des vitesses pour le solide
PROPRIETE :

Soient Rg, R1 et R trois référentiels et A un point.

Alors V(AR2/Ro) = V(ARYR1) T V(ARI/Re)

DEMONSTRATION :

V(AR/Re) = V(arre) =V (A/R2)
—

—

= V(a/re) - V(A/Rl) + V(A/Rl) - V(a/r,)

— —
V(AR1/Ro) V(AR2/R1)
Comme nous avions déja :

OQRy/Ro) = QRo/Ry) + OR1/Ro)
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Composition de mouvement Composition des vitesses pour le solide

Composition des vitesses pour le solide
PROPRIETE :

Soient Rg, R1 et R trois référentiels et A un point.

Alors V(AR2/Ro) = V(ARYR1) T V(ARI/Re)

DEMONSTRATION :

V(AR/Re) = V(arre) =V (A/R2)
—

—

= V(a/re) - V(A/Rl) + V(A/Rl) - V(a/r,)

— —
V(AR1/Ro) V(AR2/R1)
Comme nous avions déja :

OQRy/Ro) = QRo/Ry) + OR1/Ro)

,ilvient:
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Composition de mouvement Composition des vitesses pour le solide

Composition des vitesses pour le solide
PROPRIETE :

Soient Rg, R1 et R trois référentiels et A un point.

Alors V(AR2/Ro) = V(ARYR1) T V(ARI/Re)

DEMONSTRATION :

V(AR/Re) = V(arre) =V (A/R2)
—

—

= V(a/re) - V(A/Rl) + V(A/Rl) - V(a/r,)

V(A,Rl/RO) V(ArRZ/Rl)
Comme nous avions déja :
O(ro/ro) = ORa/Ry) + O(ma/ro)
r

,ilvient:

2/Ro — %732/731 + %731/730
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(O] (sl Tifea N RN CTUIZET Il Fermeture cinematique

Fermeture cinématique

Dans une chaine cinématique fermée, pour obtenir des relations entre les différents
parameétres cinématiques, on établit une fermeture de chaine cinématique.

En reprenant l'exemple du micro-moteur du cours précédent, on obtient
D32+ 71+ 70 =%30

avec:

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI)

Cl-3-3 Cinématique du point et du solide Année 2024 - 2025 48/95



(O] (sl Tifea N RN CTUIZET Il Fermeture cinematique

Fermeture cinématique

Dans une chaine cinématique fermée, pour obtenir des relations entre les différents
parameétres cinématiques, on établit une fermeture de chaine cinématique.

En reprenant l'exemple du micro-moteur du cours précédent, on obtient
D32+ 71+ 70 =%30

avec:
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Composition de mouvement

On pose w;i(t) = 0;(t). Plagons les torseurs au point C pour ne pas faire intervenir
w32.
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(O] (sl Tifea N RN CTUIZET Il Fermeture cinematique

On pose w;i(t) = 0;(t). Plagons les torseurs au point C pour ne pas faire intervenir
(L)32.

RAPPEL AB = .31, BC = L. %5 et AC = A(t). Xo.
Vico)y = Yyato)+CANQ10)

=A(t). X0 Aw1o(t). Zo = A(t).w10(t). Yo
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(O] (sl Tifea N RN CTUIZET Il Fermeture cinematique

On pose w;i(t) = 0;(t). Plagons les torseurs au point C pour ne pas faire intervenir
(L)32.

Vico)y = Yyato)+CANQ10)
= =Mt).-Xo A wio(t)-Zo = A(t).w10(t)-Yo
et Vicon) = VYygaa)+CBAQ)
= -L.X>Awr1(t).Z0=L.wr1(t).¥>
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Composition de mouvement

Y+ + 7,0 =25

Al

6(3/2)+5(2/1)+§(1/0) = )

Viczrz)y+Vcen)+ VYo = V(c3o)
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(O] (sl Tifea N RN CTUIZET Il Fermeture cinematique

Y+ + 7,0 =25

- (_5(3/2) + (_5(2/1) + (_5(1/0) = _»(3/0)
V(C,3/2) + V(C,Z/l) + V(c,l/o) = V(c,3/o)
w32(t) + w21 (t) +wig(t) = 0 en projetant sur Zg
=
0+ Lawa1(t). Y2+ A(Hwio(t).Yo = At).%o
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Composition de mouvement

Une projection sur X> de la derniere équation permet d’éliminer wp1(t) et on obtient
ainsi une relation entre A(t) et w1g(t):
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(O] (sl Tifea N RN CTUIZET Il Fermeture cinematique

Une projection sur X> de la derniére équation permet d’éliminer wp1(t) et on obtient
ainsi une relation entre A(t) et w1g(t) :

A(t).w10(t)-sin(020) = A(t).cos(B20(t)) = A(t) = A(t).tan(620(t)).w10(t)
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(O] (sl Tifea N RN CTUIZET Il Fermeture cinematique

Une projection sur X> de la derniére équation permet d’éliminer wp1(t) et on obtient
ainsi une relation entre A(t) et w1g(t) :

A(t).w10(t)-sin(020) = A(t).cos(020(t)) = A(t) = A(t).tan(020(t)).w10(t)

REMARQUE : En partant de la fermeture géométrique et en dérivant dans le repére R,
on obtient la méme équation.
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(O] (sl Tifea N RN CTUIZET Il Fermeture cinematique

Une projection sur X> de la derniére équation permet d’éliminer wp1(t) et on obtient
ainsi une relation entre A(t) et w1g(t) :

A(t).w10(t)-sin(020) = A(t).cos(B20(t)) = A(t) = A(t).tan(620(t)).w10(t)

REMARQUE : En partant de la fermeture géométrique et en dérivant dans le repére R,
on obtient la méme équation.

Les équations obtenues dans une fermeture de chaine cinématique sont
dérivées des équations obtenues dans les fermetures géométriques.
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Composition de mouvement Vitesse de glissement

Soient deux solides S1 et Sy en contact en /.

A t donné, il existe alors I € Sy tel que | =11

et il existe alors I € Sy tel que | = I>. | est le

point de contact. | ¢ S; et | ¢ Sy. On se limite n
aux surfaces réguliéres qui admettent un plan

tangent IT et une normale .
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Composition de mouvement Vitesse de glissement

Soient deux solides S; et S> en contact en .

A t donné, il existe alors I € Sy tel que | =11

et il existe alors I € Sy tel que | = I>. | est le

point de contact. | ¢ S; et | ¢ Sy. On se limite n
aux surfaces réguliéres qui admettent un plan

tangent IT et une normale .

RAPPEL

Le mouvement relatif entre S; et Sy est caractérisé par le torseur cinématique de Sy
par rapport a Sj.
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Composition de mouvement Vitesse de glissement

Soient deux solides S; et S> en contact en .

A t donné, il existe alors I € Sy tel que | =11

et il existe alors I € Sy tel que | = I>. | est le

point de contact. | ¢ S; et | ¢ Sy. On se limite n
aux surfaces réguliéres qui admettent un plan

tangent IT et une normale .

RAPPEL

Le mouvement relatif entre S; et Sy est caractérisé par le torseur cinématique de Sy
par rapport a Sj.

0,
9 — { 24(S2/51) }
S,/S
251\ Vsys))
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Composition de mouvement Vitesse de glissement

DEFINITION : Vecteurs roulement et pivotement

—> — —\ — .

° Qp S ( (S2/51)" n) n est le vecteur pivotement.
—> — —

e O, = (s2/51) —p est le vecteur roulement.
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Composition de mouvement Vitesse de glissement

DEFINITION : Vecteurs roulement et pivotement
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Composition de mouvement Vitesse de glissement

DEFINITION : Vecteurs roulement et pivotement

DEFINITION : Vecteur glissement

On appelle vecteur glissement de S, sur S; en | \7(,,52/51)
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Composition de mouvement Vitesse de glissement

PROPRIETE :
Le vecteur glissement appartient au plan tangent I'l. Au niveau du contact, il n'y a
donc ni décollement, ni pénétration entre les solides.

DEMONSTRATION :

(, S2/S1) = V(I/S )~ V(I/S ) Chacun des deux termes de droite de cette équation
correspond a la vitesse du point | sur S1 ou S>. Comme | est défini comme étant sur
le bord de la structure, et comme la vitesse est tangente a la trajectoire, chacune des
vitesses se trouve dans le plan tangent, et donc la différence des deux vitesses aussi.
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Composition de mouvement

DEFINITION : Roulement sans glissement

— —
H On dit que S; roule sans glisser sur Sy si et seulementsi V(s,/s,) = 0
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Composition de mouvement Définition d’un repére par rapport a un autre repére

Définition d’un repére par rapport a un autre repére

Pour définir un repére R1 par rapport a un repére R, il faut :

e paramétrer la position de l'origine O; de R1 dans R. Ceci se fait en donnant
les coordonnées de O; dans Rg. Dans R3, il faut 3 coordonnées.

e paramétrer l'orientation de Rq par rapport & R, i.e Uorientation de B1 par
rapport a la base Bp. Etant dans 'espace euclidien ]R3, il faut donner 3 angles.
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4
Angles d'Euler

Les angles d’Euler représentent une possibilité (& connaitre) pour définir l'orientation
d’un solide dans l'espace a 'aide de 3 paramétres angulaires. Les 3 rotations s’effec-
tuent autour de 3 vecteurs indépendants. Le choix des vecteurs de rotation effectué
dans Euler est le suivant :

e La premiére rotation s’effectue autour de 21
e la derniére rotation s’effectue autour de Z> .

e La rotation intermédiaire s’effectue autour d'un vecteur perpendiculaire & Z7 et
azo.
- ?1 A ?2
T =T
IZ1 A 25|l

1 angle de précession; 0 angle de nutation; ¢ angle de rotation propre

Vecteur taux de rotation de Rz/Rl
Q(RZ/Rl) 1]) Z +6.7 +c[) ES)
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Composition de mouvement
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Composition de mouvement
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Composition de mouvement Définition d’un repére par rapport a un autre repére
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Composition de mouvement
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Composition de mouvement Définition d’un repére par rapport a un autre repére

Roulis, tangage, lacet
D’autres angles sont utilisés pour quantifier les mouvements dans un repére propre
au solide.

Ainsi dans la marine ou en aéronautique, les termes de tangage (avant, arriére), de
roulis (gauche, droite) et de lacet (virage & gauhe, virage a droite) sont utilisés pour

fransvorsal
ANSVers: M t
\_ b uuvtémen
TANGAGE
Axe, !
longitudinal —» Mouvement
e
décrire les mouvements. ROULIS
Axe
normal
\ql Mouvement
e
@j LACET
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Composition de r vement
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Composition de r vement
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Composition de mouvement
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Composition de mouvement Liaisons cinématique équivalente

Définition d’une liaison équivalente
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Composition de mouvement Liaisons cinématique équivalente

Supposons qu’il existe entre deux pieces S; et S, plusieurs liaisons
réalisées avec ou sans piéces intermédiaires.

La liaison équivalente a 'ensemble des liaisons situées entre la piéce
S; et la piece S, est la liaison théorique de référence iﬂeq qui a le
méme comportement que cette association de liaisons, et qui autorise
le méme mouvement.
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Composition de mouvement Liaisons cinématique équivalente

Supposons qu’il existe entre deux pieces S; et S, plusieurs liaisons
réalisées avec ou sans piéces intermédiaires.

La liaison équivalente a l'ensemble des liaisons situées entre la piéce
S; et la piece S, est la liaison théorique de référence Zeq qui a le
méme comportement que cette association de liaisons, et qui autorise

le méme mouvement.

La liaison équivalente doit appartenir aux liaisons normalisées.
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Composition de mouvement Liaisons cinématique équivalente

Liaisons en parallele

DEFINITION : Liaisons en paralléle

n liaisons %1, %>,...,. %, sont disposées en paralléle entre deux so-
lides Sy et S, si chaque liaison relie directement ces deux solides.

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI) | Cl-3-3 Cinématique du point et du solide Année 2024 - 2025 64 /95



Composition de mouvement Liaisons cinématique équivalente

Pour que la liaison équivalente ffeq entre S; et S, soit compatible
avec les autres liaisons simples paralléles, il faut que son torseur
cinématique soit égal au torseur cinématique associé a chaque liai-
son paralléle :

Zeg _oph . _ oy
%Sz/sl - %2/51 T T YS)/5

REMARQUE : Les torseurs doivent étre écrits au méme point pour
réaliser toute opération.
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Composition de mouvement

Liaisons en série ou chaine ouverte.

L34
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Composition de mouvement Liaisons cinématique équivalente

DEFINITION : Liaisons en série

n liaisons £, %>,...,. £, sont disposées en série entre des solides Sy
et S, si elles sont a la suite l'une de l'autre par l'intermédiaire de (n —
1) solides.

Par composition des vecteurs vitesses:

geq _ =Yn—l
%SH/SI - %U/Sn_ %52/51
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Mouvements particuliers

Sommaire

e Mouvements particuliers
@ Translation
@ Rotation autour d'un axe fixe
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Mouvements particuliers Translation

Translation

DEFINITION : Mouvement de translation

Un solide S est anim_é)d’urinouvement de translation dans un repére
Ro si deux vecteurs AB et AC distincts et non colinéaires appartenant
a(s) resAtent respectlv?ment équipollents (supports paralleles, méme
sens, méme normes) d deux vecteurs AgBg et AgCq appartenant au
repere Ry.
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Mouvements particuliers Translation

Trajectoires

Les trajectoires sont des courbes qui se déduisent les unes des autres
. —_> —> —> —>

par translation, car YA € S, VB € S alors OB = OA + AB avec AB res-

tant équipollent a lui méme pendant le mouvement.

e On parle de translation rectiligne quand les trajectoires sont des
droites.
EXEMPLE : un tiroir dans son meuble

e On parle de translation circulaire quand les trajectoires sont des
cercles.

EXeEMPLE : le balais de l'essuie-glace d'un autobus

e On parle de translation curviligne dans les autres cas.
ExeMPLE : une lampe d’architecte.
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Mouvements particuliers Translation

Vitesse des points d’'un solide en translation

Puisque YA,B € S, AB reste équipollent a lui méme, alors

> [d,— d — d —
0= a(AB) = a(Ao) 72+ Olt(OB) ]
_V(A,S/R) + V(B,S/R)
PN V(A,S/R) = V(B,S/R) = ‘7

=
Tous les points dLi)solide eitranslation ont la méme vitesse V. Le
vecteur rotation (s z) = 0.

Accélération des points d’un solide en translation

Tous les points du solide en translation ont la méme accélération a.
DEMONSTRATION :aussi trivial que précédemment !
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Mouvements particuliers Translation

Torseur cinématique

Le torseur cinématique associé a un solide S en translation dans un
repére R est:

YMeS Y- { Ssmy =0, }
wl Viusmry=V

Ce type de torseur est appelé torseur-couple (par analogie avec le tor-
seur des actions mécaniques transmissibles).

REMARQUE : l'écriture de ce torseur est la méme quel que soit le point
considéré : il est indépendant de son point de réduction.
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Rotation autour d'un axe fixe

DEFINITION : Mouvement de rotation autour d’un axe fixe

Un solide S lié a R, est animé d’'un mouvement de rotation autour
de l'axe fixe A du repére Rq si deux points A et B distincts apparte-
nant a S coincident en permanence avec les deux points fixes Ag et
By appartenant a A.

73/95
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Conséquences

L'appartenance de A et B au méme solide S se traduit par :

— — — =
V(B,5/Rg) = V(A,S/Ro) T BAAQ(s/R)
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Conséquences

L'appartenance de A et B au méme solide S se traduit par :

— — — =
V(B,5/Rg) = V(A,S/Ro) T BAAQ(s/R)

Si la vitesse des points A et B est nulle dans Rg, alors 5(S/R0)//ﬁf et tout point de
la droite (BA) a une vitesse nulle.
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Conséquences

L'appartenance de A et B au méme solide S se traduit par :

— — _— =
V(B,5/Ro) = V(A,5/Ro) T BAA(s/R)

Si la vitesse des points A et B est nulle dans Rg, alors 5(S/R0)//Z§f et tout point de
la droite (BA) a une vitesse nulle.

En posant Zg le vecteur directeur de /VBZ on a alors 5(5/7%0) = L.I,J(t).?o, avec
P(t) = (X0, X1) = (Yo, Y1) le paramétre de position angulaire de R dans Rg.
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Trajectoires

Soient M un point de S et H est le projeté orthogonal de S sur (AB). H
est fixe. S étant indéformable, la trajectoire de M est un cercle d’axe
(H,Z0) et de rayon py.
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Vitesses

Tous les points de l'axe de rotation ont un vecteur vitesse nul. Or, en
appelant py, la distance du point M a l'axe (H, Zg):
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Vitesses

Tous les points de l'axe de rotation ont un vecteur vitesse nul. Or, en
appelant py, la distance du point M a l'axe (H, Zg):

Vim,s/Ro) = V(H,5/Re) T MH AQs/Rg) = 0 = pu-U. A ). 20 = py- 0.V
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Vitesses

Tous les points de l'axe de rotation ont un vecteur vitesse nul. Or, en
appelant py, la distance du point M a l'axe (H, Zg):

Vim,s/Ro) = V(H,5/Re) T MH AQs/Rg) = 0 = pu-U. A ). 20 = py- 0.V

avec V définitelque Vv =ZgA U
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Vitesses

Tous les points de l'axe de rotation ont un vecteur vitesse nul. Or, en
appelant py, la distance du point M a l'axe (H, Zg):

Vim,s/Ro) = V(H,5/Re) T MH AQs/Rg) = 0 = pu-U. A ). 20 = py- 0.V

avec V définitelque Vv =ZgA U
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Accélérations
Par dérivation vectorielle, 'accélération vérifie :

A(MS/RO = —pm- . T + puy- 9.V

DEMONSTRATION ::

b - [0, [0
RO Ro
- [%(PM-lPV)l + Q3,7 2,5, A om- 0.V
(T, V,Z0)

= oV +pub. (020 A V)

= —pM.li)Z.U-l- le.PV
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Cas général a un instant donné

AN
o
Q(1/0)
o
z
A

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI) | Cl-3-3 Cinématique du point et du solide

Année 2024 - 2025

78/95



Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers

Cas général a un instant donné
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Rotation autour d'un axe fixe
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Rotation autour d'un axe fixe
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Mouvements particuliers

Rotation autour d'un axe fixe
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Mouvements particuliers

Rotation autour d'un axe fixe
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Mouvements particuliers

Rotation autour d'un axe fixe
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Mouvements particuliers

Rotation autour d'un axe fixe
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Rotation autour d'un axe fixe

AN

5(1/0)

\Nl

<l

B,\'/ 1/0) = AH A 6(,1{0)
C. - Vv B,l/O) = BH /\Q(l/ )"."
D <= v

c,1/0) = CH A Qq1/0)

]
V(p,1/0) = DH A Q(1/0)
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Mouvements particuliers Rotation autour d'un axe fixe

Torseur cinématique

Le torseur cinématique associé a un solide en rotation autour d'un axe fixe est:

L = 1 Us/ro)
S/Rg — _
o | Vims/se) =(s/0) A HM
Q
REMARQUE : Y A € A, l'axe de rotation, WS/RO = { (Sé»RO) } Ce type de torseur est

appelé glisseur.
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Mouvement plan sur plan

Sommaire

@ Mouvement plan sur plan
@ Définition
@ Le centre instantané de rotation (CIR)
@ Représentation graphique du CIR
@ Base et roulante
@ Théoréme des 3 plans glissants
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Mouvement plan sur plan Définition

DEFINITION : Mouvement plan

Le mouvement du solide S, par rapport au solide S; est dit plan s’il
existe un plan (I1,) lié & S, qui reste coincident avec un plan (I1y) lié
as,.

Il en résulte que le paramétrage de Sy
par rapport & S1 ne nécessite que 3 pa-
rametres: un angle et deux longueurs ou
deux angles et une longueur.

_ 0.Z71
%52/51 - 02{ xX1+y.¥1 }
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(VI SR EGESTASERIN  Le centre instantané de rotation (CIR)

Le centre instantané de rotation (CIR)

DErFINITION : Centre instantané de rotation

A un temps donné, le CIR est le point ou la vitesse du torseur
cinématique de S, par rapport & S; est nulle

ProPrIETE : Le CIR (noté |) est le centre de rotation, & un temps donné.

DEMONST_R)ATION: N . o
VYA =1 V(A,SZ/Sl): V(I,SZ/Sl)J’_AI/\e'?l =AINO.Z;

Ce qui donne bien un champ de vitesse de type rotation autour de I.
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(VI SR EGESTASERIN  Le centre instantané de rotation (CIR)

REMARQUE :

e Le CIR nexiste pas si le solide est en
translation. Dans ce cas, il peut étre
considéré comme étant a l'infini.

e Le CIR n‘est pas unique que si le solide
est a 'équilibre.




(VI SR EGESTASERIN  Le centre instantané de rotation (CIR)

REMARQUE :

e Le CIR n‘existe pas si le solide est en
translation. Dans ce cas, il peut étre
considéré comme étant a l'infini.

e Le CIR n‘est pas unique que si le solide
est a 'équilibre.

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI) | Cl-3-3 Cinématique du point et du solide

Année 2024 - 2025

84/95



(VI SR EGESTASERIN  Le centre instantané de rotation (CIR)

REMARQUE :

e Le CIR nexiste pas si le solide est en
translation. Dans ce cas, il peut étre
considéré comme étant a l'infini.

e Le CIR n‘est pas unique que si le solide
est a 'équilibre.

7777777777777
IIIIIIIIII I 7077

EXEMPLE :

Pour la roue de voiture, comme il y a non glissement entre la roue et la
route, la vitesse du point appartenant a la roue par rapport a la route
est nulle. C’'est le CIR entre la roue et la route. Le champ de vitesse de
la roue est une rotation autour de I. Le centre de la roue va a la vitesse
de la voiture. Le point supérieur de la roue va deux fois plus vite.
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Représentation graphique du CIR

PROBLEMATIQUE : Si on connait | et 9, on a le champ des vitesses du

solide. La connaissance du point | est précieuse, dans le cas de
mouvement plan.
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Représentation graphique du CIR
Lieux des CIR

On connait V(M,S/R)- Or V(M,S/R) = MiA 0Z1. Donc | est sur la droite passant par M
et perpendiculaire a V(M,S/R)-

V(M,s/R)
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On connait V(M,S/R)- Or V(M,S/R) = MiA 0Z1.Donc [ est sur la droite passant par M
et perpendiculaire a V(M,S/R)~

. V(M,s/R)

.

. droite ou
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Lieu du CIR

— —
On connait Vy, s/r) €t V(u,,s/r)- Alors | se trouve a l'intersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait Vy, s/r) €t V(u,,s/r)- Alors | se trouve a l'intersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait V y, s/r) et V(u, s/r)- Alors I se trouve a lintersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.

& M
S 4,



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait V y, s/r) et V(u, s/r)- Alors I se trouve a lintersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.

-
& e e
S ( 4¢

7‘;3 J'S/%y

.

LN



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait V y, s/r) et V(u, s/r)- Alors I se trouve a lintersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.

-
& e e
< (4¢
S Xy
fA\' > )

.

LN



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait V y, s/r) et V(u, s/r)- Alors I se trouve a lintersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.

& M
) ! e
> 1
ng J'S/)
My el
-._:..

LN



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait V y, s/r) et V(u, s/r)- Alors I se trouve a lintersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.

& M .
B e M,
3 1,
fA\' /78)
..... °
My e M.

LN



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait V y, s/r) et V(u, s/r)- Alors I se trouve a lintersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.

V(my,s/R)
(§ Ml K D Ml V(MZ,S/R)
3 AN
fA\' /78)
MZ ....... MZ

LN



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait V y, s/r) et V(u, s/r)- Alors I se trouve a lintersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.

N
V(my,S/R)
-~ ..' —
§ My b3 My V (M,,5/R)
& ¢ /4{]'& .
7\;\.‘ /7E>) ., )
MZ ....... MZ

LN



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait V y, s/r) et V(u, s/r)- Alors I se trouve a lintersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.

=
V(my,S/R)
-~ ..' —
§ My & m, < V(M,,s/R)
& ¢ /4{]'& .
7\;\.‘ /7E>) ., )
MZ ....... MZ

LN



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait V y, s/r) et V(u, s/r)- Alors I se trouve a lintersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.

N
.V (m,,5/R)
~ L=
0}&) M o m, <. 2V (My,s/R)
s\ 9 (%’S ‘e, . S
7\;\.‘ /7E>) ., )
MZ ....... MZ

LN



Représentation graphique du CIR
Lieu du CIR

— —
On connait Vy, s/r) €t V(u,,s/r)- Alors | se trouve a l'intersection des
deux perpendiculaires de ces vitesses.

=
.V (my,5/R)
~ . (.
s My o Myt YV (My,S/R)
s\ ... (441’& ".’ s
fA\-' B /%) '...‘
A/"z-. . .,.' MZ 0,"'. .
I Ay
K °

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI) | Cl-3-3 Cinématique du point et du solide Année 2024 - 2025 87/95



Mouvement plan sur plan Représentation graphique du CIR

Equiprojectivité et Thales

— —
On connait | et V(y, s/g). On cherche V(y, s/g). On utilise soit la propriété des
mouvements de rotation, soit l'équiprojectivité des vitesses.

Mouvement de rotation
instantané
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Base et roulante

DEFINITION : Base

La base est la trajectoire du centre instantané de rotation | dans le
repére fixe Rg.

DEFINITION : Roulante

La roulante est la trajectoire du centre instantané de rotation | dans
le repére mobile R ;.

v

REMARQUE : La base et la roulante sont deux courbes qui roulent sans glisser l'une sur
lautre.
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Théoréme des 3 plans glissants

PROPRIETE :
Soient 3 solides : S1, Sy et S3 en mouvement plan (plan commun aux trois). Le mouve-
ment de S; par rapport a S; est caractérisé par un CIR /.

Les CIR I>1, I3 et |13 sont alignés.

DEMONSTRATION :
Chaque mouvement S;/S; est caractérisé par une vitesse de rotation wj;.

— = —
Vib1,52/51) = V(11,52/53) T V(121,53/51)
= b1b3Awr3.Z+b1k1 Aw3.Z.

or \7(,21’52/51) = 6, donc [w23.121 >3 4+ w31.l>1 I31] A Z = 0. D'ou l'alignement des trois
points.
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Application

Les solides S7 et S3 sont en liaison pivot avec le bati Sg. Le bielle Sy est en liaison pivot
avec S7 et S3. Les CIR 11, 130, I21, I32 sont donc facilement repérable. Ils correspondant
aux différents centres des liaisons pivot. Le CIR I>g est aligné avec I g et I>1 d'une part,
et I3g et I3 d’autre part. Une construction géométrique simple permet donc de trouver
le CIR de S par rapport a Sg
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