Cl-3:
Prévoir et vérifier les performances cinématiques
des systéemes.

Cl-3-1 Maitriser les outils d’algébre linéaire et ceux liés aux
torseurs.

Lycée CARNOT - DiyoNn, 2024 - 2025

Germain Gondor
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Objectifs

Objectifs
MODELISER REPRESENTER CALCULER

A lissue de la séquence, l'éléve doit étre capable:

e de donner les expressions des vecteurs dans différents systémes de
coordonnées.

e déterminer les produits scalaire et vectoriel de deux vecteurs.
e associer a un champ de vecteurs équiprojectif son torseur.

e donner les éléments de réduction d’un torseur, ainsi que le lieu géométrique de
son axe central.
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Rappels de géométrie
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o Rappels de géométrie
@ Relation dans un triangle
@ Surfaces et volumes
@ Trigonométrie et nombres complexes
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Rappels de géométrie Relation dans un triangle

Relation dans un triangle

at+pt+y=m
a? =b?+c?—-2.b.c.cos(a)
a b _c
sinoc_sinﬁ_siny
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Rappels de géométrie Surfaces et volumes

Surfaces et volumes

Triangle Trapéze Cercle Secteur angulaire Ellipse
A b
A
d
D
h h
\4
a Y a
a.h a+b d2 2 D.d
A= — A= ——h =7 — = — =T —
> > A=m 7 Afo(.z A=m 2
c - @ h
b,
a
A= _ s.d _ 2
2.(a.b+a.c+b.c) Alat =m.dh Alat = T A=md
2 2 3
V=a.b.c _ d—h _ d—h _ da>
Vn.4, Vﬂ’lz‘ VocA6
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RETTEINGERLNETHE  Trigonométrie et nombres complexes

Nombres complexes

Soient (x,y,z) € R? x C tels que z = x + j.y avec j° = —1. Le module de
z est noté r = |z| et 'argument 0. Ainsi z = r.el9 avec r = Vx2+y?et
0 = arctan (X) Nous avons alors x =r.cosO et y = r.sin 0.

X

cos? 0 +sinH =1
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RETTEINGERLNETHE  Trigonométrie et nombres complexes

Trigonométrie

N
yAlm(z)
—
© z
- o
7 A=
- I\
I 37
] L')
Re

tan(a+b) =
tana +tanb
1-tana.tanb
tan(a—b) =
tana —tanb
1+tana.tanb

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI)

CI-3-1 Outils mathématiques

cos2.a = cos

cos(a + b) =cosa.cosb —sina.sinb

cos(a—b) =cosa.cosb +sina.sinb
2.cosa.cosb = cos(a + b) + cos(a - b)
2.sina.sinb = cos(a — b) — cos(a + b)
sin(a+ b) =sina.cosb + cosa.sinb

sin(a—b) =sina.cosb —cosa.sinb
2.sina.cosb =sin(a + b) +sin(a - b)
2.cosa.sinb =sin(a+ b) -sin(a—b)

a-sin?a sin2.a = 2.cosa.sina

_ 2

cos2.a=2.cos“a-1 5 =1+tanla

cos2.a=1-2sin?a cos=a 5
> 1+ cos2.a 1-tanca
cos“a= ———— cos2.a= ——
1+tan?a

sina— 1-cos2.a a sina
a=s—5 tan- = ———
2. 1+cosa
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Systémes de coordonnées
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@ Coordonnées cartésiennes
@ Coordonnées cylindriques
@ Coordonnées sphériques
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SIS SN ENTIG IS Coordonnées cartésiennes

Coordonnées cartésiennes

ZA e Vecteur position

e Surface élémentaire

dS, = dy.dz
dS, = dx.dz
dS, = dx.dy
e Volume élémentaire
dV = dx.dy.dz

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI) CI-3-1 Outils mathématiques Année 2024 - 2025

OP=xX+yy+z2

10/45



Systémes de coordonnées Coordonnées cylindriques

Coordonnées cylindriques

Vecteur position

D — -
N OP=r.e,+zz
Z A
r.do e Surface élémentaire

dS, = r.db.dz
dSg = dr.dz
dS, = r.dr.dO

Volume élémentaire
r ‘N

N dv =r.dr.dB.dz

x{
@

2 e Projections
-

X = r.cosB
y = r.sin0
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Systémes de coordonnées Coordonnées sphériques

Coordonnées sphériques

Vecteur position

OP=r.3,

i
°

Surface élémentaire

ZA
dS, = r°.d0.sin0.de
dSg = r.dr.sinO.do
ds, = r.dr.df

Volume élémentaire

dV = r?.dr.d0.sin0.d¢

e Projections

x = r.sinB.cosg
= r.sinO.sing
z o= .cos0
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Opérations sur le vecteurs
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Opérations sur le vecteurs

Espaces euclidiens

Les théories de la mécanique utilisent des grandeurs qui peuvent

mathématiquement étre représentées par des vecteurs (vitesse, posi-
tion, accélération, force,...). Ces vecteurs sont des éléments d’espaces
vectoriels euclidiens sur R de dimension 3 noté (E). Ces espaces sont munis :

e D’une forme bilinéaire symétrique : le produit scalaire

(E)x(E) —» R
(T,v) —» u.v
REMARQUE : on définit alors la norme du vecteur U: “7” =Vu.u

e D’une forme bilinéaire antisymétrique : le produit vectoriel

—>

W,

(E)x(E)

X
(T, V)

—~

E)

—
- =UAV

gl
<!
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Opérations sur le vecteurs

REMARQUE : w est un vecteur normal a U et V. Les vecteurs U, 7 et Z
sont directes

L'association de trois vecteurs indépendant forme une base B de (E).
On utilisera en Sl, généralement des bases orthonormées directes
telles que:

—> — — —> - —
X.y=y.Z=2z.x =0 vecteurs orthogonaux
- - - .
” X || = ||y ” = || z || =1 vecteurs normés

b d . . .

X Ay = Z orientation directe
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Opérations sur le vecteurs

-
Tout vecteur V de (E) est alors une combinaison linéaire des vecteurs
de base :

Vy
V=V, X+V,Y+V,.Z= v,
Vv,

N
V,, V, et V, sont les coordonnées de V dans la base (X, y, Z). Pour une
base orthonormée :

—

V,=V.X V,=Vy Vv,=V7Z

gl

On peut définir pour tout vecteur (T, V) € (E)? un
= > . . -
angle 0 = (U, V) orienté par un vecteur z normal
au plan (4, V). Lorientation directe conduit & un
angle O positif dans le sens trigonométrique. —

<{

0
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Opérations sur le vecteurs Produit scalaire

Produit scalaire

Dans une base orthonormée (X, ¥, Z), le produit scalaire est défini par

la relation entre les coordonnées :

= Uy.Vx +Uy.Vy + UV,

REMARQUES :

-

u=0

=

e Le produit scalaire estnulsi{ ou v=0
ou U1V

oY)
<

e Le produit scalaire permet de trouver la valeur de l'angle

0= (ﬁ) par la relation :

— — — = >
.V :”u“.“v”.cos((u, v))

=

. el e d .
e SiU/Valorsonau.V=¢e. || u || ) || v ” avec € = +1 suivant
'orientation de U et
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Opérations sur le vecteurs Produit vectoriel

Produit vectoriel

Dans une base orthonormée directe B = (7, )7, ?), le produit vectoriel
est défini par la relation entre les coordonnées :

el
<|
I

B

gl UxVy =

Uy.Vy = Uz.Vy,
Uy.Vy — Uy.Vy

Uy Vy

Pour éviter de poser les calculs en colonne, on utilisera

les propriétés :

Ny x|
> > >
N <) x|
I
ol o) o)

XAy = Z X A
YAZ = X YA
ZAX =y ZA

<EoxEN

PNy

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI)
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Opérations sur le vecteurs Produit vectoriel

Produit vectoriel

Ces propriétés se retrouvent vite en observant le sens direct
- o> o> > >
X, ¥Y,Z,X,Y

REMARQUES :

e Le produit vectoriel est antisymétrique: GUAV =—-V A

-
u
e Le produit vectoriel permet de définir l'orientation directe de
= >

l'angle (U, V) autour d’un vecteur unitaire 7 normal a d et V par
la relation :

—

— — —> — . = =\ >
W=UAV :”u”.”v”.sm((u, v))n
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Opérations sur le vecteurs Produit vectoriel

Produit vectoriel

-
u=0
N . . — -
e Le produit vectorielest nulsi{ ou v =20
— — PP
ou U et Vv sont colinéaires
e d’'un point de vu matriciel:
p Uy 0 -r g Uy
g AN |uy = r 0 -p uy
gl 7 pllz —q P 0 Jgluzly
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Opérations sur le vecteurs Produit mixte

Produit mixte

Le produit mixte est une forme trilinéaire. Il définit un nombre réel que

l'on note (X, Y, Z):

(E)x(E)x(E) — R

TV, %) - T(VAW)

Dans une base orthonormée directe (X,y,Z) , le produit mixte

(U, v, W) peut s’obtenir par le calcul du déterminant suivant :

uX VX WX
@V, W) =T.(VAW)=|u, v, w,

u vz Wwy
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Opérations sur le vecteurs Produit mixte

Produit mixte

REMARQUES :

e Le produit mixte est invariant par permutation circulaire des
vecteurs :

— > —> — > — - > —>
u(VAw)=w.(uAV)=V.(WAT)

Le produit mixte est nul si deux vecteurs sont colinéaires ou si les

trois vecteurs sont coplanaires
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Opérations sur le vecteurs Double produit vectoriel

Double produit vectoriel

-

Le double produit vectoriel de trois vecteurs @, b et € définit un vec-
—

teur d et se calcule par la formule suivante (a retenir comme on peut) :

d=3Ar(bA3)=(3.3)b-(3.b)C
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Champ de vecteurs

Sommaire

o Champ de vecteurs
@ Définitions
@ Torseur
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Définitions
DEérFiNniTION : Champ de vecteurs

Application de (¢) dans (E) qui a tout point M de 'espace affine asso-
cie un vecteur unique dans l'espace euclidien noté V(M)

a0 Fenine -
1840404 T =
1706404 i - i
157e404
1.4de404
1.30e+04
1176404
103404
8.960403 "
7.62e403
6276403
492403
3.58¢+03
2.23e+03
8.82+02

| —as5e02

-1.81e+03

relative-velocity Colored By Static Pressure (Ib/ft2) Jun 17, 2002
FLUENT 6.0 (3d, coupled exp, ske)

-
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[GLET ¥ AT Définitions

Définitions

DEFiNITION : Champ uniforme

|| Champ de vecteurs tels que YM, YN € (8)2, V(M) = V(N)

DEFiNITION : Champ central

Champ de vecteurs tels que AC € (¢) tel que YM € (¢), Iy € R/ tels
que V(y) = Ay-MC.

v

Tous les vecteurs sont dirigés vers un méme point C de l'espace affine.
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[GLET ¥ AT Définitions

Définitions

DErFiNITION : Champ équiprojectif

Un champ de vecteurs est équiprojectif ssi (M, N) € (¢)?, la relation
survante est v verlflee
V(m)- MN = V(N) MN

DErFinITION : Champ de moments

Un champ de moments est un champ de vecteurs tel qu’il existe un
vecteur U € (E) telque YM,N € (¢) =~
Vimy= V(N)+U/\NM V(N)-l-MN/\U
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[GLET ¥ AT Définitions

Théoreme de Delassus

REMARQUE : Théoréme de Delassus:

Il est possible de démontrer que:
Champ équiprojectif © Champ de moments |

DEMONSTRATION :

e Champ de moments = Champ équiprojectif N
Le champ étant un champ de moments ¥Y(M,N) € (¢)2, AU € (E)/

Vivy = VYiny+UANM
V(M).W (V(N)-l-U/\ W)IW
= V(M)IW = V(N)W—I-W
%
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(OLET N RIS Torseur

Définition d'un torseur

Un torseur 7, représente un champ de vecteurs équiprojectif. Il est
représenté par 'association de :

N
e Un vecteur résultant R (identique en tout point de 'espace)

e Un champ de moments I\7 (dépendant du point ot on le calcule)
Il vérifie Y(A, B) € (¢) 'équation

Me) = M@a + BA A R

équation BABAR pour ne pas se tromper...

— e
R est appelé la résultante et M(4) le moment en A. Ces deux vecteurs
sont alors appelés les éléments de réduction du torseur en A.
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Champ de vecteurs Torseur

Définition d'un torseur

on note le torseur g comme suit :

7 - {j }: { ReXl & RyY £ ReZ ﬁ}z i "AZEQ;;
Al My [ g U MeayaX o Mayy v+ Mia)z 2 R Miaye | (729
A X,y,Z

. = v - = o .
Les coordonnées de R et M(,) dans la base (X,y,Z) sont appelées
les coordonnées pluckériennes du torseur 7.
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Addition

R R
Soient deux torseurs A et % tels que: % = { v ! } et %H = { i 2 }
(A A (A)2

Soit I5 la somme des deux torseurs. Alors la résultante Rs est égale a la somme
des résultantes R 1 et R2 et le moment M(A)S exprimé en A est égal a la somme des

moments M(A)l et M(A)Z exprimés en A.

_R>1 _R>2 R1+R>
AU M@y ] o U M@z oy U Meay +Ma)
L
M(a)s =Ma)1 +M(a)2

ATTENTION | Ajouter deux torseurs dont les éléments de réduction sont exprimés en
des points différents n‘a aucun sens.
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Champ de vecteurs

Multiplication par un scalaire

Soit 7] un torseur et A un réel, alors: .9 = }"—'3 1
a L AMea)
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Champ de vecteurs Torseur

Comoment de deux torseurs

On appelle comoment de deux torseurs 7 et % , la quantité scalaire :

H®F=R1.Mpy2+ RoMay

Comme pour la somme, les moments doivent étre exprimés au méme
point.
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Champ de vecteurs Torseur

Comoment de deux torseurs

REMARQUE : Le résultat ne dépend pas du point A choisi. C'est un
invariant.

DEMONSTRATION :

RN AN
(B)1 B (B)2

—

(B)2 +_R>2-M(B)1

o)
g oz

— 'l

M(A)z-‘rﬁ/\ ﬁz)-ﬁ-i_{z.(M(A)l + BA

A 1)
(a)2 + R2M(a)1 +W+ R2.(BAARY)

—_—

1-

Il
x|, W W

=

1-

_ - — - — _ _R>1 } { R2 }
= Ri1.M +Ro.M = v ® v
1-M(Aa)2 2-M(A)1 A{ M )1 A M(A)
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Champ de vecteurs Torseur

Automoment d'un torseur

On appelle automoment A (9) du torseur J1a moitié du comoment de
ce torseur par lui-méme.

A(F) = %.%97: R,
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(OLET N RIS Torseur

Axe central d'un torseur

On appelle axe central d’un torseur 7[ ensemble des points | pour
lesquels le champ M est colmealre a R. Autrement dit, on cherche les
pomtsle(e)/ElAEIR/M = \.R (ou M(,)/\R =0,avecR#0

| est alors appg}é point central du torseur.

R
Soit = — , avec A un point quelconque de l'espace affine et

M)
H un point de l'axe central tel que M) = A.R. Alors:
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Champ de vecteurs Torseur

Axe central d’un torseur

-
En faisant le produit vectoriel par R, on obtient:

HAA?(H):?AI\_/I)(A)—F_R)/\(I-TA}/\E}) =0
R AMu+(R.R)HA-(R.HA)R = 0
\v_/ S —
2
7] g

—, M@uAR+wR
HA = —) *
2

Ainsi,

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI) CI-3-1 Outils mathématiques Année 2024 - 2025

37/45



(OLET N RIS Torseur
—

Axe central d’un torseur
L'axe central est toujours une droite paralléle a R.

Le moment d’un torseur est minimum pour tous les points de l'axe
central.

L'ensemble cherché est une droite de direction R. Il suffit de trouver
un point de cette droite pour déterminer l'axe central. Or parmi les
points H ve@nt la relation (1), il existe une solution particuliére Hg
telle que R.AHgy = 0. Hy est le pied de la perpendiculaire a 'axe central
passant par A. On obtient alors :

., M@ AR
FoA = —A 2 7
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Champ de vecteurs
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Champ de vecteurs
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Champ de vecteurs
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Champ de vecteurs

x|

Sciences de l'Ingénieur (MP2I - PCSI & MPSI) ils mathématiques



Champ de vecteurs
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Torseur nul

Un torseur nul O est un torseur dont la résultante et le moment sont
nuls en au moins un point M de 'espace. Le moment est alors nul en

tout point de 'espace:
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Torseur couple

Un torseur couple est un torseur dont la résultante est nulle
—
0

—

M a)

%:
A

REMARQUE : Le moment d’un torseur couple est le méme en tout point
de l'espace et il n'y a pas d’axe central pour ce torseur.
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Torseur glisseur

Un torseur glisseur est un torseur dont le vecteur résultant est non
nul (R # 0) mais dont l'automoment est nul A(G).

REMARQUE : Le moment est donc toujours perpendiculaire a la
résultante et il est nul sur l'axe central.
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Décomposition d’un torseur

Un torseur peut se décomposer en un torseur glisseur & et un torseur
couple 6. Si H est un point de l'axe centrale alors :
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Décomposition d’un torseur

Un torseur peut se décomposer en un torseur glisseur & et un torseur
couple 6. Si H est un point de l'axe centrale alors :

R R
7:{ M(A)} = A{ M(H)-i-m/\ﬁ}
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Décomposition d’un torseur

Un torseur peut se décomposer en un torseur glisseur & et un torseur

couple 6. Si H est un point de l'axe centrale alors :

R R
7:{ M(A)} - A{ M(H) + AH A }
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